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Υπο1λήθηκε στο Τµήµα Μαθηµατικών,
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Καθηγητής Τ. Κουσιουρής,Μέλος Συµ1ουλευτικής Επιτροπής

Καθηγητής Σ. Μποζαπαλίδης, Εξεταστής
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Αναπληρωτής Καθηγητής Α. Πάπιστας, Εξεταστής
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Σε διεθνή περιοδικά
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Περίληψη

Η θεωρία πολυωνυµικών πινάκων παίζει πρωταρχικό ρόλο σε πολλά προ1λή-
µατα αυτοµάτου ελέγχου. Αυτή η διατρι1ή ασχολείται µε βασικά θεωρητικά
προ1λήµατα της πολυωνυµικής θεώρησης του αυτοµάτου ελέγχου, αλλά και
µε την ανάπτυξη υπολογιστικών µεθόδων για πράξεις πολυωνυµικών πινά-
κων µιας ή και περισσοτέρων µετα1λητών. Προτάθηκε µια νέα ισοδυναµία
κανονικών πολυωνυµικών πινάκων, η οποία διατηρεί αναλλοίωτους τους πε-
περασµένους και άπειρους στοιχειώδεις διαιρέτες και που αποτελεί άµεση γε-
νίκευση της γνωστής αυστηρής ισοδυναµίας πρωτο1άθµιων πολυωνυµικών

πινάκων. Επίσης προτάθηκε µια νέα οικογένεια συνοδευουσών µορφών πο-
λυωνυµικών πινάκων µε συγκεκριµένη και ιδιαίτερα απλή µορφή, τα µέλη της
οποίας γράφονται σαν γινόµενο στοιχειωδών "αραιών" πινάκων. Σε αυτή την
οικογένεια εκτός από την γνωστή πρώτη και δεύτερη συνοδεύουσα µορφή,
περιλαµ1άνονται και άλλες συνοδεύουσες µε πολύ ενδιαφέρουσες ιδιότητες.
Αναπτύχθηκαν και υλοποιήθηκαν δύο νέοι αλγόριθµοι για τον υπολογισµό

τουMoore-Penrose και Drazin γενικευµένων αντιστρόφων πολυωνυµικών πι-
νάκων µιας ή περισσοτέρων µετα1λητών, που συνδυάζουν τεχνικές υπολο-
γισµού / παρεµ1ολής και τον γρήγορο µετασχηµατισµό Fourier (FFT). Περι-
γράφθηκε ένας αλγόριθµος για τον υπολογισµό της ελάχιστης πολυωνυµικής

βάσης του πυρήνα ενός πολυωνυµικού πίνακα χρησιµοποιώντας διαδοχικές

Sylvester ή Wolovich απαλείφουσες. Οι παραπάνω αλγόριθµοι αναλύθηκαν
ως προς την ταχύτητα και ευρωστία τους, και αποδείχθηκαν αποδοτικότεροι
από τους µέχρι στιγµής γνωστούς στη βι1λιογραφία.
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Abstract

Polynomial matrix theory is very important to many automatic control related pro-
blems. This thesis focuses on basic theoretical problems of the polynomial point of
view of automatic control, but also on the development of algorithms dealing with
polynomial matrices of one or more variables. A new equivalence between poly-
nomial matrices was introduced, that generalizes the well known strict equivalence
between matrix pencils, having as invariants the finite and infinite elementary di-
visor structure of the polynomial matrices involved. A new family of companion

forms has also been presented, having a particularly simple structure,whose mem-
bers can be written as a product of certain elementary sparse matrices. In this fa-
mily not only the well known first and second companion forms are included, but
also other companion forms with very interesting properties. New algorithms for

the calculation of the Moore-Penrose and Drazin inverses of polynomial matrices
of one or more variables have been introduced, combining evaluation/interpolation
techniques and the Fast Fourier Transform (FFT). Also a new algorithm concer-
ning the calculation of a minimal polynomial basis of the kernel of a polynomial

matrix has been proved, that uses successive Sylvester orWolovish resultants. The
algorithms have been analyzed regarding their speed and numerical robustness and

proved to be more efficient than the others known to the literature.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

Μαθηµατικό υπό1αθρο

1.1 Εισαγωγή

Στο κεφάλαιο αυτό θα παρουσιαστούν µερικές βασικές έννοιες για την κατα-
νόηση των επόµενων κεφαλαίων. Οι έννοιες αυτές θα παρουσιαστούν περι-
ληπτικά µε σκοπό την ευκολία αναφοράς του αναγνώστη έτσι ώστε να µην

είναι αναγκαία η αναδροµή σε βι1λιογραφία και προέρχονται κυρίως από τις

[Μπο84], [ΒΤ01], [Var91], [GLR82] και [Gan59].

1.2 Πίνακες

΄Εστω V καιW δύο πραγµατικοί διανυσµατικοί χώροι πεπερασµένης διάστα-
σης, µε διαστάσεις n και m αντίστοιχα. Μια απεικόνιση f : V → W ονοµά-
ζεται γραµµική αν και µόνο αν ισχύουν οι δύο παρακάτω σχέσεις

f(x + y) = f(x) + f(y), ∀x, y ∈ V

f(λx) = λf(x), ∀x ∈ V, ∀λ ∈ R.

Η απεικόνιση αυτή µπορεί να παρασταθεί από ένα πραγµατικό πίνακαA δια-
στάσεωνm× n, δεδοµένων συγκεκριµένων βάσεων των χώρων V καιW δη-
λαδή

f : V → W µε f(x) = Ax.

1



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. Μαθηµατικό υπό1αθρο 2

Τάξη ή βαθµίδα (rank) ενός πίνακα A ∈ Rm×n ονοµάζεται ο µεγαλύτερος

αριθµός από γραµµικά ανεξάρτητες στήλες ή γραµµές του πίνακα. Τότε

dim f(V ) = rank(A)

dim ker f = n− rankA.

Η απεικόνιση f λέγεται µονοµορφισµός αν-ν ker f = {0} ή ισοδύναµα αν-ν
rankA = n. Αντίστοιχα η f λέγεται επιµορφισµός αν-ν dim f(V ) = m ή

ισοδύναµα αν rankA = m. Αν ισχύει n = m = rankA, τότε η f ονοµάζεται

ισοµορφισµός και ο πίνακας A ονοµάζεται αντιστρέψιµος.
∆ύο τετράγωνοι πίνακες A,B ∈ Rn×n ονοµάζονται όµοιοι αν-ν υπάρχει

αντιστρέψιµος πίνακας P ∈ Rn×n τέτοιος ώστε

B = P−1AP.

Η σχέση οµοιότητας πινάκων αποδεικνύεται ότι είναι µια σχέση ισοδυναµίας.
Κάθε κλάση ισοδυναµίας που ορίζει η οµοιότητα πινάκων αποτελείται από

διαφορετικές παραστάσεις της ίδιας γραµµικής απεικόνισης για διαφορετικές

βάσεις του V .
΄Εστω ένας τετράγωνος πίνακας A ∈ Rn×n. ΄Ενα διάνυσµα x ονοµάζεται

ιδιοάνυσµα του A αν-ν υπάρχει λ ∈ C έτσι ώστε
Ax = λx.

Ο µιγαδικός αριθµός λ ονοµάζεται ιδιοτιµή του πίνακα A. Το πολυώνυµο

a(λ) = det (λI − A) = λn + an−1λ
n−1 + · · ·+ a0

ονοµάζεται χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A. Οι ρίζες του a(λ)

αποδεικνύεται ότι είναι οι ιδιοτιµές του πίνακα A. ΄Εστω λi οι διακεκριµένες

ρίζες του a(λ) µε αντίστοιχες πολλαπλότητες µi όπου i = 1, . . . , k. Τότε το
a(λ) γράφεται

a(λ) =
k∏

i=1

(λ− λi)
µi

και προφανώς ισχύει
k∑

i=1

µi = n. Οι δείκτες µi ονοµάζονται αλγε1ρικές πολ-

λαπλότητες των ιδιοτιµών λi για i = 1, . . . , k. Το σύνολο

Vλi
= {x ∈ Cn : Ax = λix} ,
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ονοµάζεται ιδιοχώρος του A που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λi και η διάσταση

του χώρου γεωµετρική πολλαπλότητα της ιδιοτιµής λi.
Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο και οι ιδιοτιµές ενός πίνακα, είναι αναλ-

λοίωτες κάτω από µετασχηµατισµούς οµοιότητας, κάτι που τα ανάγει από
ιδιότητες πινάκων σε ιδιότητες της αντίστοιχης γραµµικής απεικόνισης.
΄Ενα βασικό θεώρηµα της γραµµικής άλγε1ρας είναι το θεώρηµα Cayley-

Hamilton, το οποίο αποδεικνύει ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο ενός πί-
νακα A ικανοποιείται από τον ίδιο τον πίνακα, δηλαδή

a(A) = An + an−1A
n−1 + · · ·+ a0I = 0

όπου I ο n× n µοναδιαίος πίνακας.
Κάθε τετράγωνος πίνακαςA αποδεικνύεται ότι είναι όµοιος µε ένα πίνακα

της µορφής

J =




J1 0 · · · 0

0 J2
. . . ...

... . . . . . . 0

0 · · · 0 Jv




(1.1)

όπου τα Ji, i = 1, . . . , v αντιστοιχούν στις ιδιοτιµές λi του A και έχουν την

παρακάτω µορφή

Ji =




Ji1 0 · · · 0

0 Ji2
. . . ...

... . . . . . . 0

0 · · · 0 Jimi



∈ Rµi×µi , i = 1, 2, . . . , v

όπου µi η αλγε1ρική πολλαπλότητα της ιδιοτιµής και mi η γεωµετρική της

πολλαπλότητα. Οι πίνακες Jij ονοµάζονται Jordan blocks και είναι της µορ-
φής

Jij =




λi 1 · · · 0

0 λi
. . . ...

... . . . . . . 1

0 · · · 0 λi



∈ Rpij×pij
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όπου µi =
mi∑
j=1

pij . Ο πίνακας (1.1), ονοµάζεται κανονική µορφή του Jordan,

είναι µοναδική µέχρι αναδιάταξης των Jordan blocks για κάθε κλάση ισοδυνα-
µίας που ορίζει η οµοιότητα πινάκων και χαρακτηρίζει πλήρως τη δοµή των

πινάκων της. Η κανονική µορφή του Jordan αποκαλύπτει πλήρως την φασµα-
τική δοµή του πίνακα A.

1.3 Πολυωνυµικοί πίνακες

1.3.1 Εισαγωγή

΄Εστω R το σώµα των πραγµατικών αριθµών και R[s] ο δακτύλιος των πολυ-
ωνύµων µε συντελεστές στοR. Το σύνολο τωνm×n πινάκων µε στοιχεία από

το R[s] συµ1ολίζεται µε R[s]m×n. Ας θεωρήσουµε τώρα τον πολυωνυµικό πί-
νακα

A(s) = Aqs
q + · · ·+ A1s + A0 ∈ R[s]m×n, (1.2)

όπου Ai ∈ Rm×n, i = 1, . . . , q καιm όχι κατ� ανάγκη ίσο µε n.

Ορισµός 1 ΄Ενας πολυωνυµικός πίνακας A(s) ∈ R[s]m×n ονοµάζεται κανο-
νικός (regular) αν-ν

m = n

και

det A(s) 6= 0

για κάθε s εκτός από πεπερασµένου πλήθους σηµείων si ∈ C. Σε αντίθετη
περίπτωση ονοµάζεται µη κανονικός ή ιδιάζων (singular).

Ορισµός 2 Ο βαθµός ενός πολυωνυµικού πίνακα A(s) ∈ R[s]m×n ονοµάζε-
ται ο µέγιστος βαθµός των πολυωνύµων που εµφανίζεται ανάµεσα στα στοι-
χεία του πίνακα.

Ορισµός 3 ΄Ενας κανονικός πολυωνυµικός πίνακας A(s) ∈ R[s]n×n ονοµά-
ζεται αντιστρέψιµος ή µονοµετρικός (unimodular) στον δακτύλιο των πο-
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λυωνυµικών πινάκων, αν-ν ο αντίστροφός του είναι επίσης πολυωνυµικός πί-
νακας ή ισοδύναµα αν-ν

det A(s) = c ∈ R, c 6= 0

ή ισοδύναµα αν

rankA(s) = n

για κάθε s ∈ C.

Ορισµός 4 ΄Ενας πολυωνυµικός πίνακας A(s) ∈ R[s]m×n λέγεται αριστερά

(δεξιά) αντιστρέψιµος ή µονοµετρικός αν-ν

rankA(s0) = m (αντίστοιχα rankA(s0) = n)

για κάθε s0 ∈ C.

Ας συµ1ολίσουµε τώρα µε t̃i(s) ∈ R[s]1×n, i = 1, . . . , m τα διανύσµατα

γραµµών τουA(s) και µε tj(s) ∈ R[s]m×1 , j = 1, . . . , n τα διανύσµατα στηλών

του. ∆ηλαδή ο A(s) γράφεται

A(s) =




t̃1(s)

t̃2(s)
...

t̃m(s)




=
[
t1(s) t2(s) · · · tn(s)

]
.

Τότε έχω ότι ri = deg t̃i(s) i = 1, . . . , m, qj = deg tj(s) , j = 1, . . . , n,

t̃ᵀi (s) =

ri∑

k=0

t̃ᵀiks
k, i = 1, . . . ,m

όπου t̃ᵀik ∈ R1×n και

tj(s) =

qi∑

k=0

tjks
k, j = 1, . . . , n

µε tjk ∈ Rm×1. Λαµ1άνοντας υπ�όψιν τα παραπάνω, ο A(s) γράφεται

A(s) =




sr1 0

sr2

. . .

0 srm







t̃ᵀir1

t̃ᵀir2

...
t̃ᵀirm




+ Tr(s)
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ή

A(s) =
[
t1q1 t2q2 · · · tnqn

]



sq1 0

sq2

. . .

0 sqn




+ Tc(s)

όπου Tr(s), Tc(s) ∈ R[s]m×n, οι βαθµοί γραµµών του Tr(s) είναι µικρότεροι

από τα ri και οι βαθµοί στηλών του Tc(s) είναι µικρότεροι από τα qi.
Ο πίνακας συντελεστής µε το µέγιστο βαθµό κατά γραµµές του A(s) θα

συµ1ολίζεται µε Ahr και είναι ίσος µε

Ahr =




t̃ᵀ1r1

t̃ᵀ2r2

...
t̃ᵀmrm



∈ Rm×n. (1.3)

Αντίστοιχα ο πίνακας συντελεστής µε το µέγιστο βαθµό κατά στήλες τουA(s)

θα συµ1ολίζεται µε Ahc και είναι ίσος µε

Ahc =
[
t1q1 t2q2 · · · tnqn

]
∈ Rm×n. (1.4)

Οι βαθµοί qi, i = 1, . . . , n της κάθε στήλης του A(s) θα συµ1ολίζονται µε

degci A(s), i = 1, . . . , n.Αντίστοιχα οι βαθµοί ri, i = 1, . . . , m της κάθε γραµ-
µής του A(s) θα συµ1ολίζονται µε degri A(s), i = 1, . . . , m.

Ορισµός 5 [Var91] ΄Ενας πολυωνυµικός πίνακας A(s) ∈ R[s]m×n µε m ≥ n

λέγεται κανονικός κατά στήλες (column proper ή column reduced)αν-ν ο πίνα-
καςAhc έχει πλήρη τάξη στηλών (rankAhc = n). Αντίστοιχα οA(s) ∈ R[s]m×n

µε m ≤ n λέγεται κανονικός κατά γραµµές (row proper ή row reduced) αν-ν
ο πίνακας Ahr έχει πλήρη τάξη γραµµών ή ισοδύναµα αν-ν ο A(s)ᵀ είναι κα-
νονικός κατά στήλες.

1.3.2 Αλγε1ρική δοµή πολυωνυµικών πινάκων

Μια βασική ισοδυναµία πολυωνυµικών πινάκων είναι η µονοµετρική ισοδυ-
ναµία, όπως ορίζεται πιο κάτω.
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Ορισµός 6 [Gan59] ∆ύο πολυωνυµικοί πίνακες A(s) και B(s) ∈ R[s]m×n

ονοµάζονται µονοµετρικά ισοδύναµοι στο C (unimodular equivalent) αν-ν
υπάρχουν µονοµετρικοί πίνακες U(s) ∈ R[s]m×m και V (s) ∈ R[s]n×n τέτοιοι

ώστε

B(s) = U(s)A(s)V (s).

Στην περίπτωση που B(s) = U(s)A(s) (αντίστοιχα B(s) = A(s)V (s)) οι πί-
νακες ονοµάζονται αριστερά (αντίστοιχα δεξιά) µονοµετρικά ισοδύναµοι.

Η προηγούµενη σχέση αποτελεί µια σχέση ισοδυναµίας πολυωνυµικών πι-
νάκων, µε κανονική µορφή την λεγόµενη Smith µορφή του πίνακα που ορίζε-
ται αµέσως πιο κάτω.

Ορισµός 7 [Var91] Κάθε πολυωνυµικός πίνακαςA(s) ∈ R[s]m×n είναι µονο-
µετρικά ισοδύναµος µε ένα πολυωνυµικό πίνακα της µορφής

SCA(s)(s) =




ε1(s) 0 · · · 0

0
. . . . . . ...

... . . . εr(s) 0

0 · · · 0 0m−r,n−r



∈ R[s]m×n

όπου εi(s) ∈ R[s], i = 1, . . . , r. Ο πίνακας SCA(s)(s) ονοµάζεται Smith µορφή

του πίνακα A(s) στο C και τα πολυώνυµα εi(s) αναλλοίωτα πολυώνυµα του

A(s). Τα εi(s) έχουν µεγιστο1άθµιο συντελεστή τη µονάδα και την εξής ιδιό-
τητα

εi(s)|εi+1(s), i = 1, . . . , r − 1.

Επίσης ισχύει

εi(s) =
∆i(s)

∆i−1(s)
, i = 1, . . . , r

όπου ∆0(s) := 1, ∆i(s) := gcd 1 {ελάσσονες ορίζουσες τάξης i του A(s)}.

Η Smith µορφή είναι µοναδική για κάθε κλάση ισοδυναµίας που ορίζεται

από την µονοµετρική ισοδυναµία.
1Με gcd συµ1ολίζουµε τον µέγιστο κοινό διαιρέτη πολυωνύµων
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Ορισµός 8 Μηδενικά του πίνακα A(s) ∈ R[s]m×n ονοµάζονται οι ρίζες των

αναλλοίωτων πολυωνύµων εi(s). Αν λj ∈ C, j = 1, . . . , v είναι τα διαφο-
ρετικά µεταξύ τους µηδενικά του A(s), τότε τα πολυώνυµα εi(s) µπορούν να

γραφτούν

εi(s) =
v∏

j=1

(s− λj)
mij

και οι όροι (s − λj)
mij ονοµάζονται πεπερασµένοι στοιχειώδεις διαιρέτες

(finite elementary divisors) του πίνακα A(s). Επίσης οι εκθέτες mij έχουν την

ιδιότητα

0 ≤ m1j ≤ m2j ≤ · · · ≤ mrj, j = 1, . . . , v.

Ορισµός 9 [GLR82] Πεπερασµένο φασµατικό ζεύγος (finite spectral pair)
ενός τετράγωνου πολυωνυµικού πίνακα A(s) ∈ R[s]r×r ονοµάζεται ένα ζεύ-
γος πινάκωνXj ∈ Rr×mi , Jj ∈ Rmi×mi , όπου ο Jj είναι στην Jordan κανονική

µορφή που αντιστοιχεί σε ένα µηδενικό λj πολλαπλότηταςmj =
r∑

i=0

mij αν-ν

ισχύει

q∑

k=0

AkXjJ
k
j = 0 και rank




Xj

XjJj

...
XjJ

mj−1
j




= mj.

Ο πίνακας Jj αποτελείται από Jordan blocks µεγέθους ίσου µε τις µερικές πολ-
λαπλότητεςmij του λj.

Ορισµός 10 ΄Εστω λ1, . . . , λv όλες οι διακεκριµένες ιδιοτιµές του A(s) ∈
R[s]r×r και (Xj, Jj), j = 1, . . . , v τα αντίστοιχα πεπερασµένα φασµατικά τους

ζεύγη. Ο συνολικός αριθµός των πεπερασµένων στοιχειωδών διαιρετών του
A(s) είναι n := deg(det A(s)) =

v∑
j=0

mj . Το ζεύγος πινάκων

XF =
[
X1 X2 · · · Xv

]
∈ Rr×n

JF = diag {J1, . . . , Jv} ∈ Rn×n

ονοµάζεται πεπερασµένο ιδιοζεύγος του A(s) και ικανοποιεί τις παρακάτω
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σχέσεις

q∑

k=0

AkXF Jk
F = 0, rank




XF

XF JF

...
XF Jn−1

F




= n.

Συνεχίζουµε εισάγοντας κάποιες βασικές έννοιες για την δοµή των πολυ-
ωνυµικών πινάκων στο∞.

Ορισµός 11 ∆υικός πίνακας (dual matrix) ενός πολυωνυµικού πίνακα A(s)

όπως στην (1.2) είναι ο πίνακας

Ã(s) = sqA(s−1) = A0s
q + · · ·+ Aq ∈ R[s]m×n.

Ορισµός 12 [Var91] Στοιχειώδεις διαιρέτες στο άπειρο (infinite elementary
divisors) του πολυωνυµικού πίνακα A(s) ∈ R[s]m×n ονοµάζονται οι πεπερα-
σµένοι στοιχειώδεις διαιρέτες του δυικού του πίνακα Ã(s) στο s = 0. ΄Εστω

S0
Ã(s)

(s) =

[
diag{sµ1 , ..., sµr} 0r,n−r

0m−r,r 0m−r,n−r

]

η τοπική Smith µορφή στο s = 0 του Ã(s) µε µj ∈ Z+ και 0 ≤ µ1 ≤ µ2 ≤
... ≤ µr. Ο συνολικός αριθµός στοιχειωδών διαιρετών στο άπειρο είναι µ =∑r

i=1 µi.

Παρατήρηση 13 Ο πίνακας A(s) ∈ R[s]m×n βαθµού q δεν έχει στοιχειώδεις

διαιρέτες στο s = ∞ αν-ν rankAq = min{m,n}.
Ορισµός 14 [GLR82]΄Εστω ένας κανονικός τετράγωνος πολυωνυµικός πίνα-
κας A(s) = Aqs

q + . . . + A0 ∈ Rr×r[s]. Σαν άπειρο ιδιοζεύγος του A(s)

ορίζεται κάθε πεπερασµένο φασµατικό ζεύγος (X∞, J∞) του Ã(s) που αντι-
στοιχεί στην ιδιοτιµή λ = 0 και ικανοποιεί τις παρακάτω σχέσεις

q∑

k=0

AkX∞Jq−k
∞ = 0, rank




X∞
X∞J∞

...
X∞Jµ−1

∞




= µ

όπου X∞ ∈ Rr×µ, J∞ ∈ Rµ×µ και µ =
r∑

i=1

µi.
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Θεώρηµα 15 Ο συνολικός αριθµός πεπερασµένων και άπειρων διαιρετών
ενός τετράγωνου πολυωνυµικού πίνακα A(s) ∈ R[s]r×r, είναι ίσος µε rq

όπου q ο µέγιστος βαθµός όλων των στοιχείων του πίνακα. ∆ηλαδή ισχύει
µ + deg A(s) = rq.

1.3.3 Ισοδυναµίες

Μέχρι στιγµής έχει αναφερθεί η µονοµετρική ισοδυναµία πολυωνυµικών πι-
νάκων στοC. Σε αυτό το κεφάλαιο θα παρουσιάσουµε και κάποιες άλλες ισο-
δυναµίες που θα µας χρειαστούν στην συνέχεια.
Με το σύµ1ολοP (m, l) θα εννοούµε το σύνολο των (r+m)×(r+l) πολυω-

νυµικών πινάκων όπου l καιm είναι ακέραιοι µεγαλύτεροι ή ίσοι µε το µηδέν

και το r µπορεί να πάρει τιµές από όλους τους ακέραιους που είναι µεγαλύ-
τεροι από το max (−m,−l).

Ορισµός 16 [PS78] ∆ύο πολυωνυµικοί πίνακες A1(s), A2(s) ∈ P (m, l)

θα λέγονται γενικευµένα αντιστρέψιµα ισοδύναµοι ή extended unimodular

equivalent (e.u.e.) αν υπάρχουν πολυωνυµικοί πίνακες M(s), N(s) τέτοιοι

ώστε [
M(s) A2(s)

] [
A1(s)

−N(s)

]
= 0 (1.5)

και οι block πίνακες

[
M(s) A2(s)

]
και

[
A1(s)

−N(s)

]
(1.6)

να έχουν πλήρη τάξη ∀s ∈ C.

Η γενικευµένη αντιστρέψιµη ισοδυναµία συνδέει πίνακες διαφορετικών

διαστάσεων και διατηρεί αναλλοίωτους τους πεπερασµένους στοιχειώδεις

διαιρέτες των πολυωνυµικών πινάκων. Γενικεύοντας την έννοια της αυστη-
ρής ισοδυναµίας η οποία πρωτοεµφανίστηκε σε πρωτο1άθµιους πολυωνυµι-
κούς πίνακες [Gan59] σε γενικούς πολυωνυµικούς πίνακες, έχουµε τον επό-
µενο ορισµό.
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Ορισµός 17 [KVV04]∆ύο πολυωνυµικοί πίνακες ίδιου βαθµούA1(s), A2(s) ∈
R[s]m×l θα λέγονται αυστηρά ισοδύναµοι (strict equivalent) αν υπάρχουν
αντιστρέψιµοι σταθεροί πίνακεςM ∈ Rm×m, N ∈ Rl×l τέτοιοι ώστε να ισχύει

[
M A2(s)

] [
A1(s)

−N

]
= 0.

Ο παραπάνω ορισµός της αυστηρής ισοδυναµίας διατηρεί ταυτόχρονα

τους πεπερασµένους και άπειρους στοιχειώδεις διαιρέτες, συνδέοντας όµως
µόνο πίνακες ίδιας διάστασης και βαθµού.

Ορισµός 18 [KPV94] Οι πίνακες A1(s), A2(s) ∈ P (m, l) θα λέγονται {s0}-
ισοδύναµοι αν υπάρχουν ρητοί πίνακεςM(s) και N(s) καταλλήλων διαστά-
σεων και χωρίς πόλους στο s = s0, τέτοιοι ώστε η σχέση

[
M(s) A2(s)

] [
A1(s)

−N(s)

]
= 0

να ικανοποιείται και οι σύνθετοι πίνακες να έχουν πλήρη τάξη στο s = s0.

Η {s0}-ισοδυναµία διατηρεί µόνο τους πεπερασµένους στοιχειώδεις διαι-
ρέτες των A1(s), A2(s) ∈ P (m, l) της µορφής (s− s0)

i , i > 0.

1.4 Ρητοί πίνακες

1.4.1 Εισαγωγή

΄Εστω R[s] ο δακτύλιος των πολυωνύµων µε πραγµατικούς συντελεστές και

R(s) το σώµα των ρητών συναρτήσεων πάνω στο R[s] δηλαδή

R(s) :=

{
t(s) : t(s) =

n(s)

d(s)
, n(s) ∈ R[s], d(s) ∈ R[s] µε d(s) 6= 0

}
.

Οιm× n πίνακες µε στοιχεία από το R(s) ονοµάζονται ρητοί πίνακες και το

σύνολό τους συµ1ολίζεται µε R(s)m×n. Το σύνολο των πολυωνυµικών πινά-
κων περιέχεται προφανώς σε αυτό των ρητών πινάκων.
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1.4.2 Αλγε1ρική δοµή ρητών πινάκων

Αντίστοιχα µε τους πολυωνυµικούς πίνακες, η µονοµετρική ισοδυναµία µπο-
ρεί να επεκταθεί και στο σώµα των ρητών πινάκων ως εξής.

Ορισµός 19 ∆ύο ρητοί πίνακεςA(s) καιB(s) ∈ R(s)m×n ονοµάζονται µονο-
µετρικά ισοδύναµοι (unimodular equivalent) στο C αν-ν υπάρχουν µονοµε-
τρικοί πίνακες U(s) ∈ R[s]m×m και V (s) ∈ R[s]n×n τέτοιοι ώστε

B(s) = U(s)A(s)V (s).

Στην περίπτωση που B(s) = U(s)A(s) (αντίστοιχα B(s) = A(s)V (s)) οι πί-
νακες ονοµάζονται αριστερά (αντίστοιχα δεξιά) µονοµετρικά ισοδύναµοι.

Ηκανονική µορφή της µονοµετρικής ισοδυναµίας στο σώµα των ρητών πι-
νάκων είναι η Smith-McMillan µορφή.

Θεώρηµα 20 [Var91] Κάθε ρητός πίνακας A(s) ∈ R(s)m×n είναι µονοµε-
τρικά ισοδύναµος µε ένα διαγώνιο ρητό πίνακα της µορφής

SCA(s)(s) :=




ε1(s)
ψ1(s)

0 · · · 0

0
. . . . . . ...

... . . . εr(s)
ψr(s)

0

0 · · · 0 0m−r,n−r



∈ R(s)m×n

όπου εi(s), ψi(s) ∈ R[s] για i = 1, . . . , r. Ο πίνακας SCA(s) ονοµάζεται Smith-
McMillan µορφή του πίνακα A(s) στο C, ενώ τα εi(s)

ψi(s)
ονοµάζονται αναλ-

λοίωτες ρητές συναρτήσεις του A(s). Επιπλέον τα εi(s), ψi(s) έχουν µεγι-
στο1άθµιο συντελεστή τη µονάδα, είναι πρώτα µεταξύ τους και έχουν την
ιδιότητα εi(s)|εi+1(s) και ψi+1(s)|ψi(s) για κάθε i = 1, . . . , r − 1. Οι ρίζες
των εi(s), i = 1, . . . , r ονοµάζονται πεπερασµένα µηδενικά του A(s). Αντί-
στοιχα οι ρίζες των ψi(s), i = 1, . . . , r ονοµάζονται πεπερασµένοι πόλοι του

A(s).

Οι αναλλοίωτες συναρτήσεις απεικονίζουν πλήρως την πεπερασµένη αλ-
γε1ρική δοµή ενός ρητού πίνακα.
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Ορίζουµε τώρα στο σώµα των ρητών συναρτήσεων R(s) την εξής απεικό-
νιση δ∞ : R(s) → Z ∪ {∞}

δ∞(t(s)) =

{
deg d(s)− deg n(s) t(s) 6= 0

+∞ t(s) = 0
.

Ηπαραπάνω απεικόνιση είναι µια διακριτή εκτίµηση στοR(s) και κάθε t(s) ∈
R(s) µπορεί να γραφεί

t(s) =

(
1

s

)q∞ n1(s)

d1(s)

όπου q∞ = δ∞(t(s)) και deg n1(s) = deg d1(s). Αν q∞ > 0 τότε η συνάρτηση

t(s) έχει έναµηδενικόπολλαπλότητας q∞ στο s = ∞, ενώ αντίθετα αν q∞ < 0

η t(s) έχει ένα πόλο πολλαπλότητας −q∞ στο s = ∞.

Ορισµός 21 [Var91]Μια ρητή συνάρτηση t(s) ονοµάζεται κανονική (proper)
αν-ν δ∞(t(s)) ≥ 0, αυστηρά κανονική (strictly proper) αν-ν δ∞(t(s)) > 0 και

δικανονική (biproper) αν-ν δ∞(t(s)) = 0.

Το σύνολο των κανονικών ρητών συναρτήσεων έχοντας ορίσει σαν βαθµό

την δ∞ αποδεικνύεται ότι είναι ευκλείδειος δακτύλιος, µε µονάδες του δακτυ-
λίου τις ρητές δικανονικές συναρτήσεις και συµ1ολίζεται µε Rpr(s). Το σύ-
νολο τωνm×n πινάκων µε στοιχεία από τοRpr(s) συµ1ολίζεται µεRpr(s)

m×n

και οι πίνακες που το αποτελούν ονοµάζονται ρητοί κανονικοί πίνακες.
Ενώ η µονοµετρική ισοδυναµία διατηρεί αναλλοίωτη την πεπερασµένη

δοµή στοιχειωδών διαιρετών, η παρακάτω ισοδυναµία αφήνει αναλλοίωτη τη
δοµή ενός ρητού πίνακα στο∞.

Ορισµός 22 [Var91] ∆ύο ρητοί πίνακες A(s) και B(s) ∈ R(s)m×n ονοµάζο-
νται µονοµετρικά ισοδύναµοι στο∞ αν-ν υπάρχουν µονοµετρικοί πίνακες
U(s) ∈ Rpr(s)

m×m και V (s) ∈ Rpr(s)
n×n τέτοιοι ώστε

B(s) = U(s)A(s)V (s).

Στην περίπτωση που B(s) = U(s)A(s) (B(s) = A(s)V (s)) οι πίνακες ονοµά-
ζονται αριστερά (αντίστοιχα δεξιά) µονοµετρικά ισοδύναµοι στο∞.
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Η παραπάνω σχέση είναι εύκολο να αποδειχθεί ότι είναι µια σχέση ισο-
δυναµίας. Η κανονική µορφή της µονοµετρικής ισοδυναµίας στο ∞ είναι η
Smith-McMillan µορφή στο∞.

Θεώρηµα 23 [Var91]Κάθε ρητός πίνακαςA(s) ∈ R(s)m×n είναι µονοµετρικά

ισοδύναµος στο∞ µε ένα διαγώνιο ρητό πίνακα της µορφής

S∞A(s)(s) := diag
{[

sq1 · · · sqk 1
sq̂k+1 · · · 1

sq̂r 0m−r,n−r

]}
∈ R(s)m×n

Ο πίνακας S∞A(s)(s) ονοµάζεται Smith-McMillan µορφή του πίνακα A(s) στο

∞. Οι δείκτες qi και q̂i έχουν την ιδιότητα

q1 ≥ q2 ≥ · · · ≥ qk ≥ 0

q̂r ≥ q̂r−1 ≥ · · · ≥ q̂k+1 ≥ 0

Ο πίνακας A(s) έχει µηδενικά στο s = ∞ µε πολλαπλότητες q̂r, . . . , q̂k+1 και

πόλους στο s = ∞ µε πολλαπλότητες q1, . . . , qk.

Ας θεωρήσουµε τώρα την Smith-McMillan µορφή ενός πολυωνυµικού πί-
νακα A(s) στο∞.

Θεώρηµα 24 [Var91]΄Εστω ένας πολυωνυµικός πίνακας A(s) ∈ R[s]m×n και

S∞A(s)(s) = diag
{[

sq1 · · · sqk 1
sq̂k+1 · · · 1

sq̂r 0m−r,n−r

]}
∈ R(s)m×n

η Smith-McMillan µορφή του στο∞. Τότε οι στοιχειώδεις διαιρέτες στο s = 0

του Ã(s) είναι της µορφής

sµi , i = 1, . . . , r

όπου τα µi δίνονται από τις σχέσεις

µi = q1 − qi, i = 1, . . . , k

µi = q1 + q̂i, i = k + 1, . . . , r

΄Ετσι µπορούµε να συµπεράνουµε ότι οι στοιχειώδεις διαιρέτες στο s = 0

του δυικού ενός πολυωνυµικού πίνακα µπορούν να χωριστούν σε δύο είδη.
Αυτούς που αντιστοιχούν στους πόλους τουA(s) στο∞ και έχουν δείκτες i =

1, . . . , k και αυτούς που αντιστοιχούν στα µηδενικά τουA(s) στο∞ µε δείκτες
i = k + 1, . . . , r.
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1.5 Ελάχιστη βάση πολυωνυµικών πινάκων και
απαλείφουσες

Στην συνέχεια θα χρησιµοποιήσουµε τα σύµ1ολα rankF(.), kerF(.) και ImF(.)

για να δηλώσουµε αντίστοιχα την βαθµίδα, δεξιό πυρήνα και την εικόνα (co-
lumn span) του πίνακα στις παρενθέσεις πάνω από τον χώρο F. Επίσης µε
kerL

F (.) και Im
L
F (.) θα συµ1ολίζουµε τον αριστερό πυρήνα και την εικόνα (row

span) του αντίστοιχου πίνακα πάνω από τον χώρο F. Στην περίπτωση που
παραλειφθεί το F σε κάποιο από τους παραπάνω συµ1ολισµούς εννοείται το
R. Ανm ∈ N+ τότε µεm συµ1ολίζουµε το σύνολο {1, 2, ..., m} .

΄Εστω F (s) ∈ R[s](p+m)×m µε rankR(s)F (s) = m και E(s) ∈ R[s]p×(p+m) µε

rankR(s)E(s) = p πολυωνυµικοί πίνακες τέτοιοι ώστε

E(s)F (s) = 0. (1.7)

΄Οταν η (1.7) ικανοποιείται και οE(s) είναι επιπλέον κανονικός κατά γραµµές

και αριστερά αντιστρέψιµος, ο E(s) είναι µια ελάχιστη πολυωνυµική βάση

[For75] του διανυσµατικού χώρου ρητών συναρτήσεων που παράγει τον αρι-
στερό πυρήνα του F (s) και οι βαθµοί γραµµών degri E(s) =: µi, i ∈ p του

E(s) είναι οι αναλλοίωτοι δείκτες γραµµών του αριστερού πυρήνα του F (s)

ή απλούστερα οι αριστεροί ελάχιστοι δείκτες του F (s). Αντίστοιχα όταν

η (1.7) ικανοποιείται µε τον F (s) να είναι επιπλέον κανονικός κατά στήλες

και δεξιά αντιστρέψιµος, τότε ο F (s) είναι µια ελάχιστη πολυωνυµική βάση

[For75] του διανυσµατικού χώρου ρητών συναρτήσεων που παράγει τον δεξιό
πυρήνα τουE(s) και οι βαθµοί στηλών degci F (s) =: ki, i ∈ m του F (s) είναι

οι αναλλοίωτοι δείκτες στηλών του δεξιού πυρήνα του E(s) ή απλούστερα οι

δεξιοί ελάχιστοι δείκτες του E(s).

∆εδοµένου ενός πολυωνυµικού πίνακα F (s) ∈ R[s](p+m)×m και k, a, b ∈
N+ ορίζουµε τους πίνακες

Sa,b(s) := [Ia, sIa,..., s
b−1Ia]

> ∈ R [s]ba×a (1.8)

και

Xk(s) := Sp+m,k(s)F (s) ∈ R[s](p+m)k×m. (1.9)
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Η εξίσωση (1.9) είναι η βάση για την κατασκευή των γενικευµένων απαλει-
φουσών (resultants). ΄Εστω ότι F (s) = F0 + sF1 + ... + sqFq, Fi ∈ R(p+m)×m.

Τότε

Xk(s) = RkSm,q+k(s) (1.10)

όπου Rk

Rk :=




F0 F1 . . . Fq 0 . . . 0

0 F0 F1 . . . Fq
. . . ...

... . . . . . . . . .
. . . 0

0 . . . 0 F0 F1 . . . Fq



∈ R(p+m)k×m(q+k). (1.11)

ΟπίνακαςRk είναι γνωστός [BKAK78] σαν η γενικευµένη απαλείφουσα του
Sylvester (generalized Sylvester resultant) του F (s).

΄Εστω ki = degci F (s), i = 1, . . . , m οι βαθµοί κατά στήλες του F (s). Αντί-
στοιχα µε την [Wol74] (σελ 242) το Xk(s) γράφεται σαν

Xk (s) = Mekblock diag
i=1,...,m

{S1,ki+k(s)} (1.12)

όπου Mek ∈ R
(m+p)k×(mk+

m∑
i=1

ki)
. Ο πίνακας Mek ονοµάζεται [AVK98] η γε-

νικευµένη απαλείφουσα τουWolovich (generalized Wolowich resultant) του
F (s).

Γράφοντας τον πίνακα F (s) σαν F (s) = [f1(s), f2(s), ..., fm(s)] όπου

fi(s) = fi0 + sfi1 + ... + skifiki
∈ R [s](m+p)×1, i ∈ m είναι οι στήλες του

F (s), µπορούµε να δούµε ότι

Mek = [R1
k, R

2
k, ..., R

m
k ] (1.13)

όπου

Ri
k =




fi0 fi1 . . . fiki
0 . . . 0

0 fi0 fi1 . . . fiki
. . . 0

...
... . . . . . . . . .

. . . ...
0 0 . . . fi0 fi1 . . . fiki



∈ R(m+p)k×(ki+k), i ∈ m
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είναι η γενικευµένη Sylvester απαλείφουσα της στήλης fi(s), i ∈ m του F (s).

΄Εχει αποδειχθεί ότι οι δύο γενικευµένες απαλείφουσες συνδέονται µέσω της

σχέσης

Rk = [Mek, 0(m+p)k,b]Pk (1.14)

όπου Pk ∈ Rm(q+k)×m(q+k) είναι ένας πίνακας µετάθεσης. Παρατηρούµε ότι
το Rk περιέχει τουλάχιστον b = mq −

m∑
i=1

ki, όπου q = max
i∈m

{ki} µηδενικές
στήλες [ZC83] και ότι προφανώς ισχύει rankRk = rankMek.

Θεώρηµα 25 [BKAK78], [AV04a] ΄Εστω E(s) ∈ R[s]p×(p+m) µια ελάχιστη πο-
λυωνυµική βάση του αριστερού πυρήνα του F (s) όπως στην 1.7 και έστω
µi = degri E(s), i ∈ p οι αριστεροί ελάχιστοι δείκτες του F (s). Τότε ισχύει

rankRk = rankMek = (p + m)k −
∑

i:µi≤k

(k − µi). (1.15)

1.6 Πρωτο1άθµιοι πολυωνυµικοί πίνακες

Μια ειδική περίπτωση των πολυωνυµικών πινάκων που έχουν ιδιαίτερη εφαρ-
µογή στη µελέτη ιδιαζόντων γραµµικών συστηµάτων, είναι οι πολυωνυµικοί
πίνακες πρώτου βαθµού. Στο κεφάλαιο αυτό θα εξετάσουµε την δοµή πρω-
το1άθµιων πολυωνυµικών πινάκων (matrix pencils), δηλαδή πινάκων της µορ-
φής

A(s) = sE − A ∈ R[s]m×n.

Πριν συνεχίσουµε την ανάλυση της δοµής αυτών των πινάκων, θα παρουσιά-
σουµε µια ισοδυναµία µεταξύ πρωτο1άθµιων πολυωνυµικών πινάκων.

Ορισµός 26 [Gan59] ∆ύο πρωτο1άθµιοι πολυωνυµικοί πίνακες A1(s) και

A2(s) ∈ R[s]m×n ονοµάζονται αυστηρά ισοδύναµοι αν-ν υπάρχουν σταθε-
ροί και αντιστρέψιµοι πίνακεςM ∈ Rm×m και N ∈ Rn×n τέτοιοι ώστε

A2(s) = MA1(s)N.

Προφανώς η µονοµετρική ισοδυναµία πολυωνυµικών πινάκων που πα-
ρουσιάστηκε σε προηγούµενο κεφάλαιο τόσο στο C όσο και στο∞, συνεχίζει
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να ισχύει και για τους πρωτο1άθµιους πολυωνυµικούς πίνακες. Το πλεονέ-
κτηµα της αυστηρής ισοδυναµίας είναι ότι διατηρεί ταυτόχρονα την πεπερα-
σµένη και την άπειρη φασµατική δοµή των πινάκων. Το µειονέκτηµά της εί-
ναι ότι συνδέει πίνακες ίδιων διαστάσεων και ίδιου βαθµού (πρωτο1άθµιους).
Αυτά τα βασικά µειονεκτήµατα αντιµετωπίστηκαν σε µεγάλο βαθµό στα πλαί-
σια αυτής της διατρι1ής στις [KVV04], [KVV01], µε την εισαγωγή της έννοιας
της ισοδυναµίας στοιχειωδών διαιρετών, η οποία συνδέει κανονικούς πολυ-
ωνυµικούς πίνακες ανόµοιων διαστάσεων και βαθµών διατηρώντας ταυτό-
χρονα αναλλοίωτη την πεπερασµένη και άπειρη δοµή των στοιχειωδών διαι-
ρετών.
Ηκανονική µορφή της αυστηρής ισοδυναµίας είναι η γνωστή ωςKronecker

µορφή.

Θεώρηµα 27 [Gan59]Κάθε πρωτο1άθµιος πολυωνυµικός πίνακας sE−A ∈
R[s]m×n είναι αυστηρά ισοδύναµος µε έναν επίσης πρωτο1άθµιο πολυωνυ-
µικό πίνακα της µορφής

K(s) =




sIp − JC 0 0 0

0 sJ∞ − Iµ 0 0

0 0 Lε(s) 0

0 0 0 Lη(s)




ο οποίος ονοµάζεται Kronecker κανονική µορφή του sE −A. Το p× p block

sIp − JC αντιστοιχεί στα πεπερασµένα µηδενικά (στοιχειώδεις διαιρέτες) του
πίνακα, µε τον JC να είναι σε κανονική Jordan µορφή. Αντίστοιχα το δεύτερο
µ× µ block sJ∞− Iµ αντιστοιχεί στους στοιχειώδεις διαιρέτες στο άπειρο και

τον πίνακα J∞ να είναι σε Jordan µορφή µε όλα τα διαγώνια στοιχεία του ίσα

µε το µηδέν. Το block Lε(s) (αντίστοιχα Lη(s)) είναι ένας block διαγώνιος πί-
νακας, που αποτελείται από µη τετράγωνα blocks Lεi

(s), i = 1, . . . , r (αντί-
στοιχα Lηi

(s) i = 1, . . . , l) της µορφής

Lεi
(s) = sMεi

−Nεi
∈ R[s]εi×(εi+1)

Lηi
(s) = sMᵀ

ηi
−Nᵀ

ηi
∈ R[s](ηi+1)×ηi
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µε

Mεi
=




1 0 · · · 0
... . . . . . . ...
0 · · · 1 0


 ∈ Rεi×(εi+1)

Nηi
=




0 1 · · · 0
... . . . . . . ...
0 · · · 0 1


 ∈ Rηi×(ηi+1).

Το block Lεi
(s) (Lηi

(s)) ονοµάζεται δεξιό (αριστερό) Kronecker block και οι
ακέραιοι εi (ηi) είναι οι δεξιοί (αριστεροί) Kronecker δείκτες του sE −A. Επι-
πλέον αν συµ1ολίσουµε µε

ε =
r∑

i=1

εi

η =
l∑

i=1

ηi

τότε ισχύει

m = p + µ + ε + η + l

n = p + µ + ε + η + r.

Η Kronecker κανονική µορφή απεικονίζει πλήρως όχι µόνο τους στοιχειώ-
δεις διαιρέτες στο C∪ {∞} αλλά και την δοµή που οφείλεται σε έλλειµµα τά-
ξης στις γραµµές και στήλες του πίνακα. Τα blocks JC και J∞ απεικονίζουν

σε Jordan µορφή τους πεπερασµένους και άπειρους διαιρέτες. ΄Οταν ο sE−A

είναι κανονικός, δηλαδή τετράγωνος και µε ορίζουσα διάφορη του µηδενός,
η Kronecker µορφή γίνεται ως εξής

K(s) =

[
sIp − JC 0

0 sJ∞ − Iµ

]

και ταυτίζεται µε την γνωστήWeierstrass µορφή .
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1.7 Αντίστροφοι πολυωνυµικών πινάκων

Είναι γνωστό ότι κάθε αντιστρέψιµος πίνακας A ∈ Rm×m έχει µοναδικό αντί-
στροφο που συµ1ολίζεται µε A−1 τέτοιο ώστε

AA−1 = A−1A = I,

όπου I ο µοναδιαίος πίνακας.
Οι γενικευµένοι αντίστροφοι ολοκληρωτικών και διαφορικών τελεστών

προηγήθηκαν ιστορικά από αυτούς των πινάκων. Η έννοια των γενικευµένων
αντιστρόφων ξεκίνησε από τον Fredholm [Fre03] το 1903, όπου ορίστηκε ένας
συγκεκριµένος γενικευµένος αντίστροφος (ψευδοαντίστροφος) ενός ολοκλη-
ρωτικού τελεστή. Η κλάση όλων των ψευδοαντιστρόφων χαρακτηρίστηκε
από τον Hurwitz το 1912 [Hur12]. Οι γενικευµένοι αντίστροφοι διαφορικών
τελεστών µελετήθηκαν από πολλούς συγγραφείς όπως ο Hilbert, o Myller
(1906), οWestfall (1909), κλπ. Μία εξαιρετική ιστορική αναδροµή του θέµα-
τος αποτελεί η [Rei68]. Η ύπαρξη γενικευµένων αντιστρόφων σταθερών πινά-
κων παρατηρήθηκε από τονMoore, που όρισε ένα µοναδικό αντίστροφο για
κάθε πεπερασµένης διάστασης όχι κατ�ανάγκη τετράγωνου πίνακα. Η πρώτη
δηµοσίευσή τουMoore για τον γενικευµένο αντίστροφο έγινε το 1920 [Moo20],
ενώ περισσότερες λεπτοµέρειες για τις σκέψεις του όσον αφορά τους γενι-
κευµένους αντίστροφους δηµοσιεύθηκαν µετά τον θάνατό του [MB35]. Το
ενδιαφέρον της επιστηµονικής κοινότητας για τους γενικευµένους αντίστρο-
φους ήταν µειωµένο µέχρι την δεκαετία του 1950, όταν οBjerhammar [Bje51b],
[Bje51a], [Bje58] ανακάλυψε την σχέση τους µε την λύση γραµµικών συστηµά-
των. Το 1955 ο Penrose [Pen55] επέκτεινε τα αποτελέσµατα του Bjerhammar,
δείχνοντας επιπλέον ότι ο γενικευµένος αντίστροφος τουMoore είναι ένας µο-
ναδικός πίνακας που ικανοποιεί τις τέσσερις ιδιότητες που θα περιγραφτούν

παρακάτω. Η ανακάλυψη αυτών των ιδιοτήτων ήταν τόσο σηµαντική, που
αυτός ο µοναδικός πίνακας έµεινε γνωστός σαν ο Moore-Penrose γενικευµέ-
νος αντίστροφος. Από το 1955 και µετά, εκατοντάδες δηµοσιεύσεις σχετικά µε
τους γενικευµένους αντίστροφους και τις εφαρµογές τους εµφανίστηκαν στην

βι1λιογραφία. Οι έννοιες των γενικευµένων αντιστρόφων σταθερών πινάκων,
γενικεύτηκαν σε δακτυλίους όπως οι ρητοί πολυωνυµικοί πίνακες κλπ. Μια
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εκτενής εισαγωγή στους γενικευµένους αντίστροφους υπάρχει στα βι1λία του

Ben-Israel [BIG03] και [BIG74].

Ορισµός 28 [Pen55] Για κάθε πίνακα A ∈ Rp×m (αντίστοιχα A ∈ Cp×m),
υπάρχει ένας µοναδικός πίνακας που θα συµ1ολίζεται A† ∈ Rm×p (αντί-
στοιχα A† ∈ Cm×p) και που ονοµάζεται Moore-Penrose γενικευµένος αντί-
στροφος, ο οποίος ικανοποιεί τις παρακάτω εξισώσεις

AA†A = A, (1.16)

A†AA† = A†, (1.17)
(
AA†)∗ = AA†, (1.18)

(
A†A

)∗
= A†A, (1.19)

όπου µε A∗ συµ1ολίζεται ο ανάστροφος συζυγής του A. Στην ειδική περί-
πτωση όπου ο A είναι τετράγωνος και αντιστρέψιµος, τότε ο γενικευµένος
αντίστροφος συµπίπτει µε τον συνηθισµένο αντίστροφο.

Ας θεωρήσουµε τώρα τον πολυωνυµικό πίνακα A(s) ∈ R[s]p×m (αντί-
στοιχα A(s) ∈ C[s]p×m)

A(s) = Aqs
q + · · ·+ A1s + A0 (1.20)

όπουAi ∈ Rp×m (αντίστοιχαAi ∈ Cp×m), i = 0, . . . , q και το p όχι κατ� ανάγκη

ίσο µε τοm.
΄Εχοντας σαν ερέθισµα την µελέτη δυναµικών συστηµάτων που µοντελο-

ποιούνται µε διαφορικές εξισώσεις, εµφανίστηκε στην βι1λιογραφία οMoore-
Penrose γενικευµένος αντίστροφος ενός πολυωνυµικού πίνακα σαν γενίκευση

του ορισµού 28.

Ορισµός 29 Για κάθε πίνακα A(s) ∈ R[s]p×m (αντίστοιχα A(s) ∈ C[s]p×m),
υπάρχει ένας µοναδικός πίνακας που θα συµ1ολίζεταιA(s)† ∈ R(s)m×p (αντί-
στοιχα A(s)† ∈ C(s)m×p) και που ονοµάζεται ο Moore-Penrose γενικευµένος
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αντίστροφος που ικανοποιεί τις παρακάτω εξισώσεις

A(s)A(s)†A(s) = A(s) (1.21)

A(s)†A(s)A(s)† = A(s)† (1.22)
(
A(s)A(s)†

)∗
= A(s)A(s)† (1.23)

(
A(s)†A(s)

)∗
= A(s)†A(s) (1.24)

όπου µεA(s)∗ συµ1ολίζεται ο ανάστροφος συζυγής τουA(s). Στην ειδική πε-
ρίπτωση όπου ο A(s) είναι τετράγωνος και αντιστρέψιµος, τότε ο γενικευµέ-
νος αντίστροφος συµπίπτει µε τον συνηθισµένο αντίστροφο.

Η έρευνα σχετικά µε τους γενικευµένους αντίστροφους πολυωνυµικών πι-
νάκων απασχόλησε την επιστηµονική κοινότητα ([Dec65], [FF63], [FMV91],
κλπ). Οι εφαρµογές του γενικευµένου αντίστροφου στην Θεωρία Αυτοµά-
του Ελέγχου περιλαµ1άνουν την µελέτη των γνωστών ως και αντίστροφων

συστηµάτων, την λύση αυτοπαλλίνδροµων παραστάσεων διακριτού χρόνου
[GKBM01] και την λύση πολυωνυµικών διοφαντικών εξισώσεων που µε την
σειρά τους δίνουν απάντηση σε σηµαντικά προ1λήµατα ελέγχου (δες για πα-
ράδειγµα [Kar97] και τις αναφορές εκεί).
΄Ενας επίσης ενδιαφέρων για τις ιδιότητές του γενικευµένος αντίστροφος,

ο οποίος ορίζεται µόνο για τετράγωνους πίνακες, είναι ο Drazin γενικευµένος
αντίστροφος.

Ορισµός 30 [Dra58] Ορίζω ως Drazin γενικευµένο αντίστροφο ενός τετρά-
γωνου πίνακα A ∈ Rm×m, τον µοναδικό πίνακα που θα συµ1ολίζεται µε
AD ∈ Rm×m που ικανοποιεί τις παρακάτω συνθήκες:

Ak+1AD = Ak για k := ind(A) := min(k ∈ N+ : rank
(
Ak

)
= rank

(
Ak+1

)
),

(1.25)

ADAAD = AD, (1.26)

AAD = ADA. (1.27)

Στην ειδική περίπτωση όπου ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος, ο Drazin γενι-
κευµένος αντίστροφος συµπίπτει µε τον κλασσικό αντίστροφο του A δηλαδή

AD = A−1.
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Ο Drazin γενικευµένος αντίστροφος µελετήθηκε από τον Drazin το 1958
στην [Dra58], στο γενικό πλαίσιο δακτυλίων και ηµιοµάδων χωρίς καµία ει-
δική αναφορά σε πίνακες. Οι εφαρµογές του Drazin γενικευµένου αντίστρο-
φου είναι πολλές και σε διάφορους κλάδους των επιστηµών, κυρίως εξαιτίας
της παρακάτω πολύ ενδιαφέρουσας ιδιότητάς τους.

Θεώρηµα 31 [BIG74, page 167]. Οι µη µηδενικές ιδιοτιµές του Drazin γενι-
κευµένου αντίστροφου ενός πίνακα, είναι οι αντίστροφες των µη µηδενικών
ιδιοτιµών του αρχικού πίνακα και τα αντίστοιχα (γενικευµένα) ιδιοανύσµατα
έχουν ίδιο βαθµό (grade).

Ο Drazin γενικευµένος αντίστροφος έχει εφαρµογές στην θεωρία αυτοµά-
του ελέγχου και πιο συγκεκριµένα στην λύση ιδιαζόντων συστηµάτων ([Cam80]
και [Cam82]), στον βέλτιστο έλεγχο [Cam76], [Cam77], στην κρυπτογραφία
[HL81], στην θεωρία πεπερασµένων αλυσίδωνMarkov [Mey75], [Mey82] κλπ.
Ο ορισµός 30 γενικεύεται στην περίπτωση πολυωνυµικών πινάκων ως

εξής:

Ορισµός 32 Ορίζω ως Drazin γενικευµένο αντίστροφο ενός τετράγωνου πο-
λυωνυµικού πίνακα A(s) ∈ R[s]m×m, τον µοναδικό πίνακα που θα συµ1ολί-
ζεται µε A(s)D ∈ R(s)m×m που ικανοποιεί τις παρακάτω συνθήκες:

A(s)k+1A(s)D = A(s)k για

k = ind(A(s)) = min(k ∈ N : rank
(
A(s)k

)
= rank

(
A(s)k+1

)
),

(1.28)

A(s)DA(s)A(s)D = A(s)D, (1.29)

A(s)A(s)D = A(s)DA(s). (1.30)

Στην ειδική περίπτωση όπου ο πίνακαςA(s) είναι αντιστρέψιµος, οDrazin γε-
νικευµένος αντίστροφος συµπίπτει µε τον κλασσικό αντίστροφο του πολυω-
νυµικού πίνακα, δηλαδή A(s)D = A(s)−1.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

Αντίστροφοι πολυωνυµικών

πινάκων µιας µετα1λητής

2.1 Εισαγωγή

2.1.1 ΟMoore-Penrose γενικευµένος αντίστροφος

Το πρό1ληµα του υπολογισµού του (Moore-Penrose γενικευµένου) αντίστρο-
φου ερευνήθηκε από πολλούς συγγραφείς. Στην περίπτωση τετράγωνων και
αντιστρέψιµων σταθερών πινάκων, οι Faddeev και Faddeeva [FF63] και οι
Zadeh και Desoer [ZD63] πρότειναν αλγορίθµους για τον εύρωστο υπολογι-
σµό του αντιστρόφου. Η λύση που προτάθηκε από τους παραπάνω συγ-
γραφείς γενικεύθηκε στην περίπτωση τετράγωνων και αντιστρέψιµων πολυ-
ωνυµικών πινάκων από τους Mertzios [Mer84] και Fragulis [Φρα90]. Στην
περίπτωση ιδιαζόντων σταθερών πινάκων, ένας αλγόριθµος για την εύρεση
του Moore-Penrose γενικευµένου αντίστροφου προτάθηκε από τον Decell
[Dec65], ο οποίος γενικεύθηκε για πολυωνυµικούς πίνακες από τον Karampe-
takis [Kar97].

Θεώρηµα 33 [Kar97] ΄Εστω ο πίνακαςA(s) ∈ R[s]p×m όπως στη σχέση (1.20)
και

a(z, s) = det [zIp − A(s)A(s)ᵀ]

= a0(s)z
p + a1(s)z

p−1 + · · ·+ ap−1(s)z + ap(s)
(2.1)

24
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µε a0(s) = 1, το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του γινοµένουA(s)A(s)ᵀ. ΄Εστω
k τέτοιο ώστε ap(s) ≡ 0, ..., ak+1(s) ≡ 0 ενώ ak(s) 6= 0 και Λ := {si ∈ R :

ak(si) = 0}. Τότε ο Moore-Penrose γενικευµένος αντίστροφος A(s)† του A(s)

για s ∈ R− Λ δίνεται από

A(s)† = − 1

ak(s)
A(s)ᵀBk−1(s) (2.2)

µε

Bk−1(s) =
[
(A(s)A(s)ᵀ)k−1 + a1(s) (A(s)A(s)ᵀ)k−2 + · · ·+ ak−1(s)Ip

]

αν k > 0 ενώ αν k = 0 τότε A(s)† = 0. Για τα si ∈ Λ, έστω ο µέγιστος ακέ-
ραιος ki < k τέτοιος ώστε aki

(si) 6= 0 και τότε ο Moore-Penrose γενικευµένος
αντίστροφος A(si)

† του A(si) δίνεται από τον παρακάτω τύπο

A(si)
† = − 1

aki
(si)

A(si)
ᵀ

Bki−1(si) =
[
(A(si)A(si)

ᵀ)k−1 + a1(si) (A(si)A(si)
ᵀ)k−2 + · · ·+ aki−1(si)Ip

]

(2.3)

Ο παραπάνω αλγόριθµος µπορεί να υλοποιηθεί σχετικά εύκολα σε συµ1ο-
λικές γλώσσες προγραµµατισµού όπως MathematicaTM και MapleTM, παρου-
σιάζει όµως απογοητευτικά αποτελέσµατα όσον αφορά την ταχύτητα εκτέλε-
σης και την απαιτούµενη µνήµη. Τα παραπάνω προ1λήµατα ξεπεράστηκαν
από τους Karampetakis και Vologiannidis στις [KV02a], [KV03a], όπου προ-
τάθηκε για πρώτη φορά ένας αριθµητικός αλγόριθµος βασισµένος σε τεχνι-
κές υπολογισµού/παρεµ1ολής (evaluation/interpolation) και στον διακριτό µε-
τασχηµατισµό Fourier.

2.1.2 Ο Drazin γενικευµένος αντίστροφος

Ο υπολογισµός τουDrazin γενικευµένου αντίστροφου πολυωνυµικού πίνακα,
µελετήθηκε από αρκετούς συγγραφείς. Πιο κάτω παρουσιάζεται ένας αλγό-
ριθµος που εµφανίστηκε στις [SK00] και [KS01].
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Θεώρηµα 34 [SK00], [KS01] ΄Εστω ένας πολυωνυµικός πίνακας A(s) ∈
R[s]m×m και

a(z, s) := det [zIm − A(s)] = a0(s)z
m + a1(s)z

m−1 + · · · am−1(s)z + am(s)

(2.4)
το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του A(s) µε a0(s) ≡ 1, z∈ C. ΄Εστω επίσης η
παρακάτω ακολουθία απόm×m πολυωνυµικούς πίνακες

Bj(s) = a0(s)A(s)j + a1(s)A(s)j−1 + · · ·+ aj(s)Im, a0(s) = 1, j = 0, . . . ,m.

(2.5)
΄Εστω t ∈ N τέτοιος ώστε

am(s) = 0, . . . , at+1(s) = 0, at(s) 6= 0,

το παρακάτω σύνολο

Λ = {si ∈ C : at(si) = 0}

και r ∈ N τέτοιος ώστε

Bm(s) = . . . = Br(s) = 0, Br−1(s) 6= 0. (2.6)

Ορίζουµε

k = r − t. (2.7)

΄Οταν s ∈ C − Λ και k > 0, ο Drazin γενικευµένος αντίστροφος του A(s)

δίνεται από

A(s)D = (−1)k+1at(s)
−k−1A(s)kBt−1(s)

k+1. (2.8)

΄Οταν s ∈ C− Λ και k = 0, έχουµε

A(s)D = 0.

Για τα si ∈ Λ, συµ1ολίζοντας µε ti τον µεγαλύτερο ακέραιο που ικανοποιεί

την σχέση ati(si) 6= 0 ενώ µε ri τον ελάχιστο ακέραιο που ικανοποιεί την σχέση

Bri
(si) = 0, ο Drazin γενικευµένος αντίστροφος δίνεται από

A(si)
D = (−1)ki+1ati(si)

−ki−1A(si)
kiBti−1(si)

ki+1

όπου ki = ri − ti.
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΄Οπως και ο αλγόριθµος που περιγράφεται στο Θεώρηµα 33, ο παραπάνω
τρόπος υπολογισµού τουDrazin γενικευµένου αντιστρόφου είναι εύκολα υλο-
ποιήσιµος σε συµ1ολικές γλώσσες προγραµµατισµού, παρουσιάζοντας όµως
απογοητευτικά αποτελέσµατα όσον αφορά την ταχύτητα εκτέλεσης και την

απαιτούµενη µνήµη. ΄Οπως και στην περίπτωση τουMoore-Penrose γενικευµέ-
νου αντίστροφου ενός πολυωνυµικού πίνακα τα παραπάνω προ1λήµατα ξε-
περάστηκαν στις [KV02a], [KV03a], όπου προτάθηκε για πρώτη φορά ένας
αριθµητικός αλγόριθµος βασισµένος σε τεχνικές υπολογισµού/παρεµ1ολής
(evaluation/interpolation) και του διακριτού µετασχηµατισµού Fourier.

2.1.3 Παρεµ1ολή πολυωνύµων

Οι κλασσικοί αλγόριθµοι για υπολογισµούς µε πολυώνυµα (ή και πολυωνυµι-
κούς πίνακες), χρησιµοποιούν στοιχειώδεις πράξεις µε τους συντελεστές των
πολυωνύµων (ή των αντίστοιχων πινάκων). Η ταχύτητα εκτέλεσης αυτών των
αλγορίθµων µειώνεται πολύ γρήγορα σε σχέση µε τους βαθµούς και τις δια-
στάσεις των πινάκων, ενώ η σχετική ακρί1εια των υπολογισµών είναι µικρή.
Μια άλλη αντιµετώπιση είναι να χρησιµοποιηθούν συµ1ολικοί υπολογισµοί

πράγµα που είναι εφικτό µόνο για σχετικά απλά προ1λήµατα.
Οι τεχνικές υπολογισµού/παρεµ1ολής αποδείχθηκαν ιδιαίτερα σηµαντι-

κές για την ανάπτυξη εύρωστων αλγορίθµων σε διάφορες αλγε1ρικούς υπο-
λογισµούς, ιδίως σε αυτούς στους οποίους συµµετέχουν πολυώνυµα ή πολυω-
νυµικοί πίνακες [TI61]. Ηπιο γενική θεώρηση του προ1λήµατος για πολυωνυ-
µικούς πίνακες, έγινε στην [AG93], γενικεύοντας τις [Dav63] και [Dav75]. Ας
θεωρήσουµε τον πίνακα A(s) όπως στην (1.20) και µια πολυωνυµική συνάρ-
τηση µε πραγµατικούς συντελεστές f . Ο στόχος µας είναι να υπολογίσουµε
την τιµή του f(A(s)). Ο αλγόριθµος βασίζεται στα επόµενα βήµατα:

Αλγόριθµος 35 Αλγόριθµος υπολογισµού/παρεµ1ολής για πολυωνυµικούς
πίνακες.

1. Υπολογισµός των τιµών του πολυωνυµικού πίνακα σε ένα σύνολο από
R = deg f(A(s))+1 επιλεγµένους µιγαδικούς αριθµούς si, i = 1, . . . , R.
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Σε αυτό το βήµα καταλήγουµε µε R σταθερούς πίνακες A(si), i =

1, . . . , R.

2. Εφαρµογή της συνάρτησης f στους σταθερούς πίνακες A(si), i =

1, 2, ..., R.

3. Υπολογισµός των συντελεστών του πολυωνυµικού πίνακα f(A(s)) µε

κάποια από τις γνωστές µεθόδους παρεµ1ολής όπως χρησιµοποιώντας

τους πίνακες Vandermonde, την µέθοδο Newton ή την µέθοδο Lagrange.

Η αποτελεσµατικότητα της παραπάνω τεχνικής έγκειται στην επιλογή κα-
τάλληλων µεθόδων σε καθένα από τα παραπάνω βήµατα.

Παράδειγµα 36 ΄Εστω ο παρακάτω πολυωνυµικός πίνακας

A(s) =

[
s 1

1 s

]
.

Θέλουµε να υπολογίσουµε την τιµή του f(A(s)) όπου

f(x) = x2.

Θα χρησιµοποιήσουµε τον αλγόριθµο 35.

1. Ο βαθµός του f(A(s)) θα είναι το πολύ ίσος µε 2. Άρα έχουµε R = (2+

1) = 3. Υπολογίζουµε τον πίνακα A(s) σε τρία κατάλληλα επιλεγµένα

σηµεία έστω τα s0 = 0, s1 = 1, s2 = 2. ΄Εχουµε

A(s0) =

[
0 1

1 0

]
; A(s1) =

[
1 1

1 1

]
; A(s2) =

[
2 1

1 2

]
.

2. Εφαρµόζοντας την συνάρτηση f στους παραπάνω πίνακες έχουµε

f (A(s0)) =

[
1 0

0 1

]
; f (A(s1)) =

[
2 2

2 2

]
; f (A(s2)) =

[
5 4

4 5

]
.
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3. Υπολογίζουµε τον πολυωνυµικό πίνακα f(A(s)) χρησιµοποιώντας την

µέθοδο Lagrange

f(A(s)) =
{[

L0(s) L1(s) L2(s)
]
⊗ I2

}



f (A(s0))

f (A(s1))

f (A(s2))




όπου

Li(s) =

2∏

k=0
k 6=i

(s− sk)

∏

k=0
k 6=i

(si − sk)
, i = 0, 1, 2.

Στην περίπτωσή µας

L0(s) =
1

2
(s− 1)(s− 2); L1(s) = −s(s− 2); L2(s) =

1

2
s(s− 1),

και άρα

f(A(s)) =

[
s2 + 1 2s

2s s2 + 1

]
= A(s)2.

Οι τεχνικές υπολογισµού/παρεµ1ολής στην Θεωρία Ελέγχου εµφανίστη-
καν στην [AG93], όπου και τέθηκε η θεωρητική βάση για τον υπολογισµο/παρεµ1ολή
πολυωνυµικών πινάκων και την επίλυση µε τέτοιες τεχνικές κλασσικών προ-
1ληµάτων ελέγχου γραµµικών συστηµάτων.
Το επόµενο παράδειγµα παρουσιάζει έναν αλγόριθµο πολλαπλασιασµού

δύο πολυωνύµων µε υπολογισµό/παρεµ1ολή.

Παράδειγµα 37 ΄Εστω δύο πολυώνυµα µιας µετα1λητής a(s) :=
M1∑
i=0

ais
i και

b(s) :=
M2∑
i=0

bis
i βαθµώνM1 καιM2 αντίστοιχα. Θέλουµε να υπολογίσουµε το

αποτέλεσµα

c(s) :=

M1+M2∑
i=0

cis
i := a(s)b(s). (2.9)

Ακολουθούµε τα εξής βήµατα:
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1. Υπολογίζουµε τις ακολουθίες α(i) := a(si), β(i) := b(si), i =

0, . . . , (M1 + M2) έχοντας διαλέξει κατάλληλα σηµεία si στο µιγαδικό

επίπεδο.

2. Υπολογίζουµε το ψ(i) := α(i)β(i), i = 0, . . . , (M1 + M2).

3. Με την βοήθεια της µεθόδουNewton ή Lagrange, κάνουµε πολυωνυµική
παρεµ1ολή στα σηµεία ψ(i), i = 0, . . . , (M1 + M2) καταλήγοντας έτσι

στο επιθυµητό πολυώνυµο c(s).

Το παρακάτω απλό λήµµα θα µας φανεί πολύ χρήσιµο στη συνέχεια.

Λήµµα 38 ΄Ενας πολυωνυµικός πίνακας A(s) = A0 + A1s + · · · + Aqs
q ∈

R[s]m×m είναι ο µηδενικός πίνακας αν και µόνο αν οι τιµές του σε q + 1 δια-
φορετικά σηµεία είναι µηδενικοί πίνακες.

Κοιτώντας το παράδειγµα 37, παρατηρούµε ότι χρησιµοποιώντας τον κα-
νόνα τουHorner στο πρώτο βήµα και πολυωνυµική παρεµ1ολή µε την µέθοδο

τουNewton ή του Lagrange στο τρίτο, η πολυπλοκότητα της διαδικασίας, είναι
της τάξης τουO(M1M2), κάτι που δεν προσφέρει καµία βελτίωση συγκριτικά
µε τον κλασικό τρόπο πολλαπλασιασµού πολυωνύµων. Στα επόµενα κεφά-
λαια θα δούµε τρόπους για να βελτιώσουµε αισθητά την αποδοτικότητα του

αλγορίθµου 35.
΄Ενα σηµαντικό θέµα στον σχεδιασµό αλγορίθµων, είναι η ακρί1εια των

υπολογισµών. Είναι προφανές ότι η ακρί1εια των υπολογισµών εξαρτάται
άµεσα από το condition number των σταθερών πινάκων που προκύπτουν στο

βήµα 1 του Αλγορίθµου 35. ΄Ετσι γίνεται φανερό ότι η κατάλληλη επιλογή των
σηµείων παρεµ1ολής µε κριτήριο το condition number των πινάκωνA(si) να εί-
ναι αποδεκτό, είναι ένα αποφασιστικό σηµείο του αλγορίθµου. Στο θέµα της
ακρί1ειας των υπολογισµών θα επανέλθουµε στο Κεφάλαιο 2.1.5 παρακάτω.

2.1.4 ∆ιακριτός µετασχηµατισµός Fourier

Ο διακριτός µετασχηµατισµός Fourier (Discrete Fourier Transform - DFT) χρη-
σιµοποιείται σε διάφορους κλάδους της επιστήµης όπως στην επεξεργασία

σήµατος κλπ. Ακολουθεί ο ορισµός ενός Fourier ζεύγους ακολουθιών.
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Ορισµός 39 [DM84]∆ύο πεπερασµένου πλήθους µιγαδικές ακολουθίεςX(k)

και X̃(r) µε k, r = 0, 1, . . . , M λέµε ότι αποτελούν έναDFT ζεύγος αν ισχύουν

οι επόµενες σχέσεις:

X̃(r) =
M∑

k=0

X(k)W−kr (2.10)

και

X(k) =
1

M + 1

M∑
r=0

X̃(r)W kr (2.11)

όπου

W = e
2πj

M+1 . (2.12)

Αντίστοιχα για ακολουθίες δύο διαστάσεων έχουµε:

Ορισµός 40 [DM84] ∆ύο πεπερασµένου πλήθους ακολουθίες X(k1, k2) και

X̃(r1, r2), ki, ri = 0, 1, ...,Mi, i = 1, 2,.λέµε ότι αποτελούν ένα DFT ζεύγος αν
ισχύουν οι επόµενες σχέσεις:

X̃(r1, r2) =

M1∑

k1=0

M2∑

k2=0

X(k1, k2)W
−k1r1
1 W−k2r2

2 (2.13)

X(k1, k2) =
1

R

M1∑
r1=0

M2∑
r2=0

X̃(r1, r2)W
k1r1
1 W k2r2

2 (2.14)

όπου

R = (M1 + 1)× (M2 + 1),

και

Wi = e
2πj

Mi+1 , i = 1, 2. (2.15)

Τα σηµεία W και (W1,W2) στις σχέσεις (2.12) και (2.15) αντίστοιχα ονο-
µάζονται σηµεία Fourier . Οι σχέσεις (2.10) και (2.13) αναπαριστούν τον ευθύ
διακριτό µετασχηµατισµό Fourier, ενώ οι (2.11) και (2.14) τον αντίστροφο.
Μεγάλη ώθηση στην χρήση του διακριτού µετασχηµατισµού Fourier, έδωσε

ο αλγόριθµος του γρήγορου µετασχηµατισµού Fourier (Fast Fourier Transform
- FFT). Παρόλο που τα κρίσιµα βήµατα του FFT είχαν περιγραφθεί από τον
Gauss το 1805, ο ολοκληρωµένος αλγόριθµος εµφανίστηκε στην βι1λιογραφία
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στην [CT65]. Το τεράστιο πλεονέκτηµα του FFT σε σχέση µε τους συµ1ατι-
κούς τρόπους υπολογισµού του διακριτού µετασχηµατισµού Fourier, είναι η
µειωµένη πολυπλοκότητά του. Η πολυπλοκότητα ενός µονοδιάστατου µετα-
σχηµατισµού Fourier ενός διανύσµατοςM ∈ RR µε συµ1ατικές µεθόδους είναι

της τάξης O(R2) ενώ µε τον FFT µειώνεται σε O(RlogR). Σηµειώνουµε ότι η
πολυπλοκότητα του αντίστροφου µετασχηµατισµού Fourier (µε FFT ή όχι) εί-
ναι της ίδιας τάξης µε αυτή του ευθύ µετασχηµατισµού. Ηµελέτη του FFT σαν
αλγορίθµου, κατέληξε σε µια πληθώρα έτοιµων βι1λιοθηκών, υλοποιηµένων
σε διάφορες γλώσσες προγραµµατισµού και βελτιστοποιηµένες για ηλεκτρο-
νικούς υπολογιστές όλων των αρχιτεκτονικών. Μια πολύ γρήγορη και εκτε-
νώς χρησιµοποιούµενη υλοποίηση του αλγόριθµου FFT µπορεί να βρεθεί στην

[FJ98].
Επίσης αξίζει να σηµειωθεί ότι ο διακριτός µετασχηµατισµός Fourier µιας

πραγµατικής ακολουθίας X(k), k = 0, . . . , M είναι µια συµµετρικά συζυγής

(conjugate symmetric) ακολουθία F (k), k = 0, . . . ,M δηλαδή ισχύει

F (k) = (F (M − k))∗ .

Αυτή η ιδιότητα έχει σηµαντικές συνέπειες στην οικονοµία µνήµης. Μια µιγα-
δική ακολουθία F (k), k = 0, . . . , M , χρειάζεται 2b(M + 1) bits για να απο-
θηκευτεί στην κύρια µνήµη ενός ηλεκτρονικού υπολογιστή, όπου b ο αριθµός

των bits που καταλαµ1άνει ένας πραγµατικός αριθµός (συνήθως b = 32). Μια
συµµετρική συζυγής ακολουθία χρειάζεται µόνο b(M + 1) bits. Η παραπάνω
ιδιότητα µπορεί να χρησιµοποιηθεί όχι µόνο για εξοικονόµηση µνήµης αλλά

και σηµαντική εξοικονόµηση υπολογιστικής ισχύος.
Επιπλέον χρήσιµες ιδιότητες του διακριτού µετασχηµατισµού Fourier, µπο-

ρούν να βρεθούν σε οποιοδήποτε από την πληθώρα βι1λίων για τον µετασχη-
µατισµό Fourier όπως [BH95] κλπ.

Παρατήρηση 41 Παρατηρώντας την σχέση 2.10 που αναπαριστά τον ευθύ
µετασχηµατισµό Fourier της ακολουθίας X(k), συµπεραίνουµε ότι µπορεί να
θεωρηθεί σαν υπολογισµός των τιµών του πολυωνύµου

f(s) :=
M∑

k=0

X(k)sk
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στα Fourier σηµεία

W−r = e
2πjr
M+1 , r = 0, 1, . . . ,M.

2.1.5 Παρεµ1ολή πολυωνύµων και FFT

Ας επανεξετάσουµε για λίγο τον αλγόριθµο 35. Στο δεύτερο βήµα του αλ-
γορίθµου χρειάζεται να βρεθεί ένας αποτελεσµατικός τρόπος για τον υπο-
λογισµό του f (A(si)), όπου A(si) σταθερός πίνακας. Η επιλογή αυτή εξαρ-
τάται από το πρό1ληµα που έχουµε να αντιµετωπίσουµε. Τα βασικά ση-
µεία του αλγορίθµου που θα βελτιστοποιήσουµε είναι τα βήµατα 1 και 3.
Πιο κάτω θα προσπαθήσουµε να παρουσιάσουµε την σχέση του διακριτού

µετασχηµατισµού Fourier µε τον υπολογισµό και την παρεµ1ολή πολυωνύ-
µων/πολυωνυµικών πινάκων.

Θεώρηµα 42 ∆ιακριτό Θεώρηµα Συνέλιξης. ΄Εστω X(k) και Y (k), k =

0, . . . , M δύο ακολουθίες και ο διακριτός µετασχηµατισµός Fourier τους X̃(k)

και Ỹ (k), k = 0, . . . , M. Τότε ο διακριτός µετασχηµατισµός Fourier της συνέ-
λιξης H(k) = X(k) ∗ Y (k) είναι ίσος µε

H(k) = F {X(k) ∗ Y (k)} = (M + 1)X̃(k)Ỹ (k). (2.16)

Άρα ο διακριτός µετασχηµατισµός Fourier της συνέλιξης είναι ίσος µε το

γινόµενο των διακριτών µετασχηµατισµών Fourier των ακολουθιών. Η παρα-
πάνω ιδιότητα συνήθως αναφέρεται στην βι1λιογραφία λέγοντας ότι η συνέ-
λιξη ακολουθιών (διακριτών σηµάτων) στο πεδίο του χρόνου είναι ίση µε τον
πολλαπλασιασµό των αντίστοιχων ακολουθιών στο πεδίο των συχνοτήτων.
Στο παράδειγµα 37 παρατηρούµε ότι η ακολουθία των συντελεστών ci,

i = 0, . . . ,M1 + M2 του πολυωνύµου (2.9) παράγεται από την συνέλιξη των
ακολουθιών ai, bi, i = 0, . . . , M1 + M2. Θα δούµε παρακάτω πως µπορούµε
να εκµεταλλευτούµε το Θεώρηµα 42 στα βήµατα 1 και 3 του αλγορίθµου 35
έτσι ώστε να µειώσουµε την πολυπλοκότητα.

Παράδειγµα 43 Συνέχεια του παραδείγµατος 37.
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1. ∆ιαλέγουµε σαν σηµεία si, i = 0, . . . , M1 + M2 σηµεία Fourier. Υπολο-
γίζουµε τα a(si), b(si), i = 0, . . . ,M1 + M2.
Λαµ1άνοντας υπ�όψιν την Παρατήρηση 41, αυτό το βήµα µπορεί να
υλοποιηθεί µε ευθύ µετασχηµατισµό Fourier των ακολουθιών

α(i) :=

{
ai, i = 0, . . . , M1

0, i = M1 + 1, . . . , M1 + M2

και

β(i) :=

{
ai, i = 0, . . . , M2

0, i = M2 + 1, . . . , M1 + M2.

΄Ετσι θέτω

α̃ : = F(α)

β̃ : = F(β)

όπου F ο διακριτός µετασχηµατισµός Fourier µιας ακολουθίας.

2. Υπολογίζουµε τα ψ̃(i) := ã(i)b̃(i), i = 0, . . . , (M1 + M2).

3. Με αντίστροφο µετασχηµατισµό Fourier, υπολογίζω τα

ψ = F−1
(
ψ̃

)
,

και το πολυώνυµο που ψάχνω είναι το

c(s) :=

M1+M2∑
i=0

cis
i

µε

ci = ψ(i).

Χρησιµοποιώντας στον παραπάνω αλγόριθµο τον γρήγορο µετασχηµα-
τισµό Fourier (FFT), συµπεραίνουµε ότι η πολυπλοκότητα του αλγορίθµου
φράσσεται από O (M log M), όπου M = max {M1,M2}, κάτι που συγκρί-
νοντας µε την προηγούµενη απόδοση του αλγορίθµου, δείχνει τα σηµαντικά
πλεονεκτήµατα που προσφέρει η εφαρµογή του γρήγορου µετασχηµατισµού

Fourier και των τεχνικών υπολογισµού/παρεµ1ολής σε αλγε1ρικούς υπολογι-
σµούς (δες επίσης [BP94], [Lip76]).
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΄Οσον αφορά την ακρί1εια των αλγε1ρικών υπολογισµών µε πολυωνυµι-
κούς πίνακες χρησιµοποιώντας τον αλγόριθµο 35, στις [HSS99] και [HP02]
αποδείχτηκε ότι διαλέγοντας σαν σηµεία παρεµ1ολής τα σηµεία Fourier (κάτι
που έχει µεγάλα πλεονεκτήµατα σε ταχύτητα όπως φάνηκε πιο πάνω) κατα-
λήγουµε σε well conditioned πολυωνυµικούς πίνακες παρεµ1ολής.

2.2 Αλγόριθµος υπολογισµού του Moore-Penrose
γενικευµένου αντίστροφου.

Πιο κάτω παρουσιάζεται ένας αλγόριθµος που παρουσιάστηκε από τους Ka-
rampetakis καιVologiannidis στις [KV02a] και [KV03a] για τον υπολογισµό του
Moore-Penrose γενικευµένου αντιστρόφου, ο οποίος βασίζεται σε πολυωνυ-
µική παρεµ1ολή, το γρήγορο µετασχηµατισµό Fourier και το θεώρηµα 33.
Από την εξίσωση 2.1, έστω b1 το άνω όριο του βαθµού του πολυωνύµου

δύο µετα1λητών a(z, s) ως προς s και b0 ο βαθµός του ως προς z. Προφανώς

degz (a(z, s)) = p := b0

degs (a(z, s)) ≤ 2pq := b1.
(2.17)

Τότε το a(z, s) γράφεται

a(z, s) =

b0∑

k0=0

b1∑

k1=0

ak0,k1z
k0sk1 . (2.18)

∆ιαλέγουµε τα παρακάτω

R1 := (2pq + 1)(p + 1) (2.19)

σηµεία παρεµ1ολής

ui(rj) = W
−rj

i , i = 0, 1 µε rj = 0, 1, ..., bi

Wi = e
2πj

bi+1 .
(2.20)

Για να υπολογίσουµε τους συντελεστές ak0,k1 ορίζουµε

ãr0,r1 = det[u0(r0)Ip − A(u1(r1))A(u1(r1))
ᵀ]. (2.21)
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Από τις (2.18), (2.20) και (2.21) έχουµε

ãr0,r1 =

b0∑

l0=0

b1∑

l1=0

al0l1W
−r0l0
0 W−r1l1

1 . (2.22)

Παρατηρούµε ότι εφόσον τα σηµεία που διαλέξαµε είναι σηµεία Fourier, από
την (2.22), οι ακολουθίες [al0l1 ] και [ãr0r1 ] αποτελούν ένας DFT ζεύγος. ΄Ετσι
χρησιµοποιώντας την (2.14) παίρνουµε τους συντελεστές του (2.18) από τον
τύπο

al0l1 =
1

R1

b0∑
r0=0

b1∑
r1=0

ãr0r1W
r0l0
0 W r1l1

1

όπου li = 0, . . . , bi για i = 0, 1.
΄Εχοντας υπολογίσει µε µια απλή αναδροµή το k του Θεωρήµατος 33, πρέ-

πει να υπολογίσουµε το

C(s) := A(s)ᵀBk−1(s) =

= A(s)ᵀ
[
(A(s)A(s)ᵀ)k−1 + a1(s) (A(s)A(s)ᵀ)k−2 + · · ·+ ak−1(s)Ip

]
.

(2.23)
Προφανώς ισχύει

deg (C(s)) ≤ max {2(k − 1)q + q, k = 1, . . . , p} = (2p− 1)q := n. (2.24)

΄Ετσι ο πολυωνυµικό πίνακας γράφεται

C(s) =
n∑

l=0

Cls
l. (2.25)

Χρησιµοποιούµε τα ακόλουθα

R2 := (2p− 1)q + 1 (2.26)

σηµεία παρεµ1ολής

u(r) = W−r µε r = 0, 1, ..., n

W = e
2πj
n+1 .

(2.27)

Ορίζουµε

C̃r := C(u(r)) (2.28)
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και χρησιµοποιώντας τις (2.25), (2.27) και (2.28) έχουµε ότι

C̃r =
n∑

l=0

ClW
−rl.

Μέσω της (2.14) υπολογίζουµε τα Cl

Cl =
1

R2

n∑
r=0

C̃rW
rl.

Τέλος έχοντας υπολογίσει τα παραπάνω, οMoore-Penrose γενικευµένος αντί-
στροφος δίνεται από την σχέση (2.2).
΄Εχοντας υπ�όψιν την παραπάνω θεωρητική περιγραφή του αλγορίθµου,

πιο κάτω παρουσιάζεται ο αλγόριθµος µε την µορφή ψευδοκώδικα. Σηµειώ-
νουµε ότι ένας πολυωνυµικός πίνακας A(s) ∈ R[s]p×m εσωτερικά αναπαρί-
σταται από έναν πίνακα A ∈ R (q+1)×p×m µε τα στοιχεία του να συµ1ολίζο-
νται µε A (k1, k2, k3) , για k1 = 0, . . . , q, k2 = 0, . . . , p− 1, k3 = 0, . . . , m− 1.
Επιπλέον θα χρειαστούµε το συµ1ολισµόA (k, ∗) ∈ Rp×m που επιστρέφει τον

σταθερό πίνακα συντελεστή του sk. Για χάρη σαφήνειας στον παρακάτω αλ-
γόριθµο τα σύµ1ολα που χρησιµοποιούµε σε κάθε βήµα είναι διαφορετικά.

Αλγόριθµος 44 [KV02a], [KV03a]. Υπολογισµός του Moore-Penrose γενι-
κευµένου αντίστροφου.

1. Υπολογισµός του χαρακτηριστικού πολυωνύµου (2.1, 2.18).

α) Υπολογισµός του αριθµού των σηµείων παρεµ1ολής b0 και b1 που

χρειάζονται µέσω των σχέσεων (2.17).

β) Ορίζω τον B ∈ R(b0+1)×(b1+1)×p×m από τις σχέσεις

B (i, j, ∗) : =





A(j, ∗) i = 0, j = 0, . . . , q

0p×m i = 0, j = q + 1, . . . , b1

0p×m i = 1, . . . , b0, j = 0, . . . , b1

Η παραπάνω διαδικασία προσθέτει µια διάσταση στον πίνακα ει-
σόδουA ∈ Rq×p×m που αντιστοιχεί στην νέα µετα1λητή s διογκώ-
νοντάς τον ταυτόχρονα µε µηδενικά.
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γ) Υπολογίζω τον δισδιάστατο FFT τουB, το αποτέλεσµα του οποίου
αποθηκεύεται στον BF ∈ C(b0+1)×(b1+1)×p×m.

δ) Ορίζω τον πίνακα CF ∈ C(b0+1)×(b1+1)×p×p µε βάση τις σχέσεις

CF (i, j, ∗) := BF (i, j, ∗) (BF (i, j, ∗))ᵀ ∈ Cp×p.

ε) Ορίζω τον πίνακα S ∈ R(b0+1)×(b1+1)×p×p µε βάση τις σχέσεις

S (i, j, ∗) :=

{
Ip (i, j) = (1, 0)

0p×p (i, j) 6= (1, 0)

Ο πίνακας S παίζει τον ρόλο του zIp της σχέσης (2.1).

στ) Υπολογίζω τον πολυδιάστατοFFT τουS, το αποτέλεσµα του οποίου
αποθηκεύεται στον SF .

ζ) Υπολογίζω την διαφορά DF = SF−CF .

η) Υπολογίζω τις ορίζουσες των πινάκωνDF (i, j, ∗), αποθηκεύοντάς
τις σε ένα πίνακα EF ∈ C(b0+1)×(b1+1).

EF (i, j) := det {DF (i, j, ∗)} , i = 0, . . . , b0, k = 0, . . . , b1.

θ) Χρησιµοποιώντας τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Fourier στον
EF , παίρνω ένα πίνακα E ∈ R(b0+1)×(b1+1) που αντιστοιχεί στους

συντελεστές του χαρακτηριστικού πολυωνύµου (2.1, 2.18)ως εξής:

ai,k = E (i, j) , i = 0, . . . , b0, j = 0, . . . , b1.

2. Εύρεση k τέτοιου ώστε ap(s) = 0, ..., ak+1(s) = 0 ενώ ak(s) 6= 0.

α) Εφόσον τα E(i, j) αντιστοιχούν στους συντελεστές του zisj, βρί-
σκουµε µε µια επαναληπτική διαδικασία ένα ακέραιο k τέτοιο ώστε

E(k, ∗) 6= 0(b1+1) και E(i, ∗) = 0(b1+1), 0 ≤ i < k.

3. Υπολογισµός του C(s) = A(s)ᵀBk−1(s) στην (2.23).

α) Θέτω το n µε βάση την (2.24).
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β) Ορίζω τον G ∈ Rn×p×m διογκώνοντας τον A µε µηδενικά.
γ) Υπολογίζω τονFFT τουG και αποθηκεύω το αποτέλεσµα στοGF ∈
Cn×p×m.

δ) Εφόσον n > b1 ορίζω τονH ∈ R(b0+1)×(n+1) διογκώνοντας τον E ∈
R(b0+1)×(b1+1) µε µηδενικά.

ε) Υπολογίζω τον FFT του H αποθηκεύοντας το αποτέλεσµα στον
HF .

στ) Υπολογίζω τις (2.23) για τους σταθερούς πίνακες GF (i, ∗) ως εξής

GF (i, ∗)ᵀ ×
[

k−1∑
j=1

{
HF (p− j, i) · (GF (i, ∗)× GF (i, ∗)ᵀ)k−1−j

}
+

+ (GF (i, ∗)× GF (i, ∗)ᵀ)k−1
]

όπου µε × συµ1ολίζουµε τον πολλαπλασιασµό πινάκων και µε ·
τον πολλαπλασιασµού αριθµού µε πίνακα. Το αποτέλεσµα απο-
θηκεύεται στον JF∈ Cn×p×m. Αυτό το βήµα µπορεί να υλοποιηθεί

µε την µέθοδο τουHorner για βελτίωση της ταχύτητας και της ακρί-
1ειας των αποτελεσµάτων.

ζ) Με τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Fourier τουJF υπολογίζω τον

J και άρα τους συντελεστές του C(s).

4. Επιστρέφω τον αριθµητή και παρονοµαστή τουMoore-Penrose γενι-
κευµένου αντίστροφου.

α) Επιστρέφω τον J και τον E(k, ∗).

Στον Πίνακα 2.1 φαίνεται η πολυπλοκότητα του αλγορίθµου σε κάθε ένα
από τα βήµατα που περιγράφθηκαν πιο πάνω. Τα σύµ1ολα R1 και R2 ορί-

στηκαν παραπάνω στις (2.19) και (2.26). Επίσης θέτουµε L1 :=
1∑

i=0

log(bi + 1)

(τα bi όπως στην 2.17) και L2 = log((2p − 1)q + 1). Αν ονοµάσω µε R :=

max {R1, R2} και µε L := max {L1, L2}, έχοντας υπ�όψιν µας ότι p < m (µια
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Αρ. βήµατος Complexity Αρ. βήµατος Complexity

1γ O (pmR1L1) 1θ O (R1L1)

1δ O (p2(2m− 1)R1) 3γ O (pmR2L2)

1στ O (p2R1L1) 3ε O (R2L2)

1ζ O (p2R1) 3στ O (kp3R2)

1η O (p3R1) 3ζ O (pmR2L2)

Πίνακας 2.1: Πολυπλοκότητα του αλγορίθµου για τον υπολογισµό τουMoore-
Penrose γενικευµένου αντίστροφου.

και αν p > m µας συµφέρει να υπολογίσουµε τον (A(s)ᵀ)†) και ότι στην χειρό-
τερη περίπτωση k = p, η συνολική πολυπλοκότητα του αλγορίθµου 44 είναι
της τάξης O (mp3RL).
Στον Πίνακα 2.2 παρουσιάζονται συγκριτικά οι µέσοι χρόνοι εκτέλεσης

τυχαίων πολυωνυµικών πινάκων εφαρµόζοντας την µέθοδο που µόλις πα-
ρουσιάστηκε και αυτή στην [Kar97]. Ο αλγόριθµος υλοποιήθηκε στο µαθη-
µατικό πακέτο MathematicaTM 4.1. Η ταχύτητα του αλγορίθµου εκτιµήθηκε
χρησιµοποιώντας την συνάρτηση "Timing" τηςMathematicaTM που επιστρέφει
τον χρόνο (CPU time) σε δευτερόλεπτα. Οι δοκιµές έγιναν σε ένα COMPAQ
Presario µε CPU Pentium III στα 700MHz και 128Mb µνήµης RAM, χρησιµο-
ποιώντας σαν λειτουργικό τα Windows 2000 Professional.΄Ενα γράφηµα που
συγκρίνει τους αλγορίθµους παρουσιάζεται στο σχήµα 2.1. Η επιφάνεια που
βρίσκεται από πάνω αντιστοιχεί στον αλγόριθµο της [Kar97], ενώ αυτή που
βρίσκεται από κάτω στον αλγόριθµο 44.

2.3 Αλγόριθµος υπολογισµού τουDrazin γενικευ-
µένου αντίστροφου.

Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζεται ένας αλγόριθµος ([KV02a], [KV03a]) για
τον υπολογισµό του Drazin γενικευµένου αντιστρόφου που βασίζεται σε πο-
λυωνυµική παρεµ1ολή, το γρήγορο µετασχηµατισµό Fourier και το θεώρηµα
34.
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Γραµµές (p) Βαθµός (d) FFTGI [Kar97]
2 0 0.055 0.045

3 0 0.107 0.103

4 0 0.050 0.025

5 0 0.110 0.070

2 1 0.105 0.082

3 1 0.120 0.080

4 1 0.131 0.100

5 1 0.040 0.010

2 2 0.175 0.111

3 2 0.077 0.043

4 2 0.310 0.291

5 2 0.511 0.641

2 3 0.133 0.085

3 3 0.340 0.361

4 3 0.130 0.075

5 3 0.301 0.220

2 4 0.328 0.296

3 4 0.560 0.618

4 4 0.606 0.961

5 4 0.151 0.070

2 5 0.826 1.001

3 5 0.281 0.270

4 5 1.382 2.724

5 5 2.304 7.120

Πίνακας 2.2: Χρόνοι εκτέλεσης των δύο αλγορίθµων υπολογισµού τουMoore-
Penrose γενικευµένου αντιστρόφου.
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Σχήµα 2.1: Γράφηµα του χρόνου (CPU time) υπολογισµού τουMoore-Penrose
γενικευµένου αντίστροφου πολυωνυµικού πίνακα, σε συνάρτηση µε τον
αριθµό των γραµµών και το βαθµό του πίνακα.
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Από την εξίσωση 2.4, έστω n1 ο βαθµός του πολυωνύµου δύο µετα1λητών

a(z, s) ως προς s και n2 ως προς z. Προφανώς

degz (a(z, s)) = p := b0

degs (a(z, s)) ≤ mq := b1.
(2.29)

Τότε το a(z, s) γράφεται

a(z, s) =

b0∑

k0=0

b1∑

k1=0

ak0,k1z
k0sk1 . (2.30)

∆ιαλέγουµε τα παρακάτω

R1 := (2mq + 1)(m + 1) (2.31)

σηµεία παρεµ1ολής

ui(rj) = W
−rj

i , i = 0, 1 µε rj = 0, 1, ..., bi

Wi = e
2πj

bi+1 .
(2.32)

Για να υπολογίσουµε τους συντελεστές ak0,k1 ορίζουµε

ãr0,r1 = det[u0(r0)Im − A(u1(r1))]. (2.33)

Από τις (2.30), (2.32) και (2.33) έχουµε

ãr0,r1 =

b0∑

l0=0

b1∑

l1=0

al0l1W
−r0l0
0 W−r1l1

1 . (2.34)

Παρατηρούµε ότι εφόσον τα σηµεία που διαλέξαµε είναι σηµεία Fourier, από
την (2.34), τα [al0l1 ] και [ãr0r1 ] αποτελούν ένας DFT ζεύγος. ΄Ετσι χρησιµο-
ποιώντας την (2.14) παίρνουµε τους συντελεστές του (2.30) από τον τύπο

al0l1 =
1

R1

b0∑
r0=0

b1∑
r1=0

ãr0r1W
r0l0
0 W r1l1

1

όπου li = 0, . . . , bi για i = 0, 1.
Υπολογίζουµε µε µια απλή αναδροµή το t του Θεωρήµατος 34.
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Θεωρούµε τους πίνακεςBj(s) στην (2.5). Πρέπει να υπολογίσουµε ένα r ≥
t τέτοιο ώστε να ισχύει η (2.6). Χρησιµοποιώντας αναδροµή, το λήµµα 38 και

R̂j = jq + 1, j = r − 1, . . . , m (2.35)

Fourier σηµεία παρεµ1ολής της µορφής

u(r) = W−r,W = e
2πj

nj+1 ,

είναι δυνατόν να υπολογιστεί το r.

Θεωρούµε το

C(s) := A(s)kBt−1(s)
k+1. (2.36)

Η µεγαλύτερη δύναµη του s που µπορεί να εµφανιστεί στην παραπάνω παρά-
σταση είναι

n = (t− 1)q(k + 1) + qk. (2.37)

και ο C(s) γράφεται

C(s) =
n∑

l=0

Cls
l. (2.38)

Άρα o πολυωνυµικός πίνακας C(s) µπορεί να υπολογιστεί χρησιµοποιώντας

τα επόµενα

R2 = (t− 1)q(k + 1) + qk + 1 (2.39)

σηµεία παρεµ1ολής

u(r) = W−r, W = e
2πj
n+1 . (2.40)

Για να υπολογίσουµε τους συντελεστές Ci ορίζω

C̃r = C(u(r)) (2.41)

και χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (2.37), (2.40), η (2.41) γίνεται

C̃r =
n∑

l=0

ClW
−lr, r = 0, . . . , n

που µε τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Fourier, µας δίνει τους συντελεστές
του C(s) που ψάχνουµε, δηλαδή

Cl =
1

R2

n∑
r=0

C̃rW
lr, l = 0, 1, ..., n.
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Αντίστοιχα, η µεγαλύτερη δύναµη του s που εµφανίζεται στην παράσταση

c(s) = at(s)
k+1

είναι

d = tq(k + 1) (2.42)

οπότε το c(s) γράφεται σαν

c(s) =
d∑

k=0

cks
k.

Αριθµητικά µπορεί να υπολογιστεί χρησιµοποιώντας τα παρακάτω

R3 = d + 1 (2.43)

Fourier σηµεία παρεµ1ολής

u(r) = W−r, W = e
2πj
n+1

ορίζοντας

c̃r := c(u(r)) =
d∑

l=0

(cl)
(
W−rl

)
.

Οπότε οι συντελεστές του c(s) µπορούν να υπολογιστούν µε τον αντίστροφο

µετασχηµατισµό Fourier

cl =
1

R3

n∑
r=0

c̃rW
lr, l = 0, . . . , d.

΄Εχοντας υπολογίσει όλα τα παραπάνω, είναι δυνατός ο υπολογισµός τουDra-
zin γενικευµένου αντιστρόφου από τον παρακάτω τύπο

A(z̄)D =
C(z̄)

c(z̄)
.

Αλγόριθµος 45 [KV02a], [KV03a]. Υπολογισµός του Drazin γενικευµένου
αντίστροφου.

1. Υπολογισµός του χαρακτηριστικού πολυωνύµου (2.4, 2.30).
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α) Υπολογισµός του αριθµού των σηµείων παρεµ1ολής b0 και b1 που

χρειάζονται µέσω των σχέσεων (2.29).

β) Ορίζω τον B ∈ R(b0+1)×(b1+1)×m×m από τις σχέσεις

B (i, j, ∗) : =





A(j, ∗) i = 0, j = 0, . . . , q

0m×m i = 0, j = q + 1, . . . , b1

0m×m i = 1, . . . , b0, j = 0, . . . , b1

Η παραπάνω διαδικασία προσθέτει µια διάσταση στον πίνακα ει-
σόδουA ∈ Rq×m×m που αντιστοιχεί στην νέα µετα1λητή s διογκώ-
νοντάς τον ταυτόχρονα µε µηδενικά.

γ) Υπολογίζω τον δισδιάστατο FFT τουB, το αποτέλεσµα του οποίου
αποθηκεύεται στον BF ∈ C(b0+1)×(b1+1)×m×m.

δ) Ορίζω τον πίνακα S ∈ R(b0+1)×(b1+1)×m×m µε βάση τις σχέσεις

S (i, j, ∗) :=

{
Im (i, j) = (1, 0)

0m×m (i, j) 6= (1, 0)

Ο πίνακας S παίζει τον ρόλο του zIm.

ε) Υπολογίζω τον πολυδιάστατοFFT τουS, το αποτέλεσµα του οποίου
αποθηκεύεται στον SF .

στ) Υπολογίζω την διαφορά DF = SF−BF

ζ) Υπολογίζω τις ορίζουσες των πινάκων DF (i, j, ∗) που θυµίζουµε
ότι ανήκουν στο Cm×m, αποθηκεύοντάς τις σε ένα πίνακα EF ∈
C(b0+1)×(b1+1).

EF (i, j) := det {DF (i, j, ∗)} , i = 0, . . . , b0, k = 0, . . . , b1.

η) Χρησιµοποιώντας τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Fourier στον
EF , παίρνω ένα πίνακα E ∈ R(b0+1)×(b1+1) που αντιστοιχεί στους

συντελεστές του χαρακτηριστικού πολυωνύµου (2.4, 2.30)ως εξής:

ai,k = E (i, j) , i = 0, . . . , b0, j = 0, . . . , b1.

2. Υπολογισµός του at(s)
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α) Εφόσον τα E(i, j) αντιστοιχούν στους συντελεστές του zisj , βρί-
σκουµε µε µια επαναληπτική διαδικασία ένα t τέτοιο ώστε.E(t, ∗) 6=
0 και E(i, ∗) = 0, 0 ≤ i < t.

3. Υπολογισµός Br−1 6= 0

– i = m

Do while (Ei < ε)

– Υπολογίζω τον αριθµό των σηµείων παρεµ1ολής R̂i µέσω του τύ-
που (2.35).

– Ορίζω το Ci διογκώνοντας τον A µε µηδενικά µέχρι να αποκτήσει
διάσταση R̂i ×m×m.

– Υπολογίζω τον FFT του Ci αποθηκεύοντάς τον στον CF
i .

– Ορίζω τον Di γεµίζοντας τον E µε µηδενικά µέχρι να αποκτήσει
διάσταση n×m×m.

– Υπολογίζω τον FFT του Di και τον αποθηκεύω στον DF
i .

– Υπολογίζω την παράσταση (2.5) αποθηκεύοντας το αποτέλεσµα
στο Ei.

– i = i− 1

– END DO

r = i

4. Υπολογισµός του C(s) := A(s)kBt−1(s)
k+1

α) Υπολογίζω τον αριθµό των σηµείων παρεµ1ολής n όπως στην

(2.37).

β) Ορίζω το G διογκώνοντας τον A µε µηδενικά µέχρι να αποκτήσει
διάσταση n×m×m.

γ) Υπολογίζω τον FFT του G αποθηκεύοντάς τον στον GF .

δ) Ορίζω τονH γεµίζοντας τον E ε µηδενικά µέχρι να αποκτήσει διά-
σταση n×m×m.
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ε) Υπολογίζω τον FFT τουH και τον αποθηκεύω στονHF .

στ) Υπολογίζω την παράσταση (2.36) χρησιµοποιώντας τους σταθε-
ρούς πίνακεςGF καιHF . Το αποτέλεσµα το αποθηκεύω στονJF ∈
Cn×m×m.

ζ) Χρησιµοποιώντας τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Fourier στο JF

υπολογίζω τους συντελεστές τουC(s) αποθηκεύοντάς τους στοF .

5. Υπολογισµός του at(s)
k+1

α) Οι συντελεστές του at(s) αντιστοιχούν στον πολυδιάστατο πίνακα

E(t, ∗) ∈ Rb0+1. ∆ηµιουργώ τον πίνακαH γεµίζοντας τον E(t, ∗) µε
µηδενικά µέχρι να αποκτήσει διάσταση (d + 1) όπου το d ορίζεται

στην (2.42).

β) Υπολογίζω τον FFT τουH και αποθηκεύω το αποτέλεσµα στοHF .

γ) Υπολογίζω την (k+1) δύναµη κάθε στοιχείου του πίνακαHF ,απο-
θηκεύοντας το αποτέλεσµα στο IF .

δ) Εφαρµόζοντας τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Fourier στο IF

υπολογίζω τον I, πουαποτελείται από τους συντελεστές του at(z̄)k+1.

6. Επιστρέφω τον αριθµητή και τον παρονοµαστή του Drazin γενικευ-
µένου αντιστρόφου

α) Επιστρέφω τον πίνακα F και τον πίνακα I.

Στον Πίνακα 2.3 φαίνεται η πολυπλοκότητα του αλγορίθµου σε καθένα
από τα βήµατα που περιγράφθηκαν πιο πάνω. Τα σύµ1ολαR1, R2, R3 και R̂i

ορίστηκαν παραπάνω στις (2.31), (2.35), (2.39) και (2.43). Επίσης εισάγουµε
τους εξής συµ1ολισµούς

L1 =
1∑

i=0

log(bi + 1), L2 = log(n + 1), L3 = log(d + 1)

L̂i =
n∑

i=0

log(iq + 2), i = r − 1, ..., m.
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Βήµα Πολυπλοκότητα Βήµα Πολυπλοκότητα

1γ O (m2R1L1) 3 O
(

m∑
i=r−1

m3R̂iL̂i

)

1ε O (m2R1L1) 4γ O (m2R2L2)

1στ O (m2R1) 4δ O (R2L2)

1ζ O (m3R1) 4στ O (km3R2)

1η O (R1L1) 5β, 5γ, 5δ O (R3L3)

Πίνακας 2.3: Πολυπλοκότητα του αλγορίθµου για τον υπολογισµό τουDrazin
γενικευµένου αντίστροφου.

όπου τα bi, n και d ορίστηκαν στις 2.29, 2.37 και 2.42 αντίστοιχα.Αν ονοµάσω
µε R = max

{
R1, R2, R3, R̂i

}
και µε L = max

{
L1, L2, L3, L̂i

}
και έχοντας

υπ�όψιν µας ότι η χειρότερη περίπτωση υπολογιστικά είναι όταν k = m, η
συνολική πολυπλοκότητα του αλγορίθµου φράσσεται από O (m4RL).
Στον Πίνακα 2.2 παρουσιάζονται συγκριτικά οι µέσοι χρόνοι εκτέλεσης

τυχαίων πολυωνυµικών πινάκων εφαρµόζοντας την µέθοδο που µόλις παρου-
σιάστηκε και αυτή στην [Kar97]. Ο αλγόριθµος υλοποιήθηκε σε στο µαθη-
µατικό πακέτο MathematicaTM 4.1. Η ταχύτητα του αλγορίθµου εκτιµήθηκε
χρησιµοποιώντας την συνάρτηση "Timing" τηςMathematicaTM που επιστρέφει
τον χρόνο (CPU time) σε δευτερόλεπτα. Οι δοκιµές έγιναν σε ένα COMPAQ
Presario µε CPU Pentium III στα 700MHz και 128Mb µνήµης RAM, χρησιµο-
ποιώντας σαν λειτουργικό τα Windows 2000 Professional.΄Ενα γράφηµα που
συγκρίνει τους αλγορίθµους παρουσιάζεται στο σχήµα 2.1.

2.4 Συµπεράσµατα

Οι εφαρµογές τωνMoore-Penrose καιDrazin γενικευµένων αντιστρόφων στην
θεωρία ελέγχου είναι πολλές και εκτείνονται από την εύρεση λύσεων ιδιαζό-
ντων συστηµάτων και την λύση διοφαντικών εξισώσεων µέχρι τον βέλτιστο

έλεγχο. Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάστηκαν δύο νέοι αλγόριθµοι για τον
υπολογισµό τωνMoore-Penrose και Drazin γενικευµένων αντιστρόφων πολυ-
ωνυµικών πινάκων. Οι αλγόριθµοι αυτοί βασίζονται στον γρήγορο µετασχη-
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∆ιάσταση (p) Βαθµός (d) DFTDI Stanimirovic &Karampetakis [SK00]
2 0 0.010 0.000

2 1 0.050 0.040

2 2 0.090 0.070

2 3 0.120 0.080

2 4 0.181 0.120

3 0 0.020 0.000

3 1 0.090 0.140

3 2 0.200 0.231

3 3 0.310 0.301

3 4 0.430 0.391

4 0 0.030 0.010

4 1 0.180 0.371

4 2 0.390 0.851

4 3 0.651 1.002

4 4 0.951 1.052

5 0 0.040 0.010

5 1 0.330 0.912

5 2 0.711 1.392

5 3 1.191 2.324

5 4 1.802 2.724

Πίνακας 2.4: Χρόνοι εκτέλεσης των δύο αλγορίθµων υπολογισµού τουDrazin
γενικευµένου αντιστρόφου.
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Σχήµα 2.2: Γράφηµα του χρόνου (CPU time) υπολογισµού τουDrazin γενικευ-
µένου αντίστροφου, σε συνάρτηση µε τον αριθµό των γραµµών και το βαθµό
του πίνακα.
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µατισµό Fourier και σε τεχνικές υπολογισµού/παρεµ1ολής. Οι αλγόριθµοι αυ-
τοί συγκρίθηκαν ως προς την ταχύτητα και την ευρωστία τους µε δύο από

τους ήδη υπάρχοντες αλγορίθµους στην βι1λιογραφία και αποδείχτηκαν πολύ

πιο αποδοτικοί. Οι παραπάνω αλγόριθµοι µπορούν να επεκταθούν µε κατάλ-
ληλο τρόπο για τον υπολογισµό άλλων γενικευµένων αντιστρόφων όπως τους

{2}, {1, 2}, {1, 2, 3} και {1, 2, 4} γενικευµένους αντίστροφους.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

Αντίστροφοι πολυωνυµικών

πινάκων πολλών µετα1λητών

3.1 Εισαγωγή

΄Εστω R το σύνολο των πραγµατικών αριθµών, Rp×m το σύνολο των πινά-
κων διαστάσεων p ×m. Με R[z1, z2, ..., zn] (αντίστοιχα R(z1, z2, ..., zn)) συµ-
1ολίζουµε τα πολυώνυµα (αντίστοιχα ρητές εκφράσεις) µε πραγµατικούς συ-
ντελεστές και µετα1λητές z1, z2, ..., zn. Το σύνολο των p × m πίνακες µε

στοιχεία στο R[z1, z2, ..., zn] (αντίστοιχα στο R(z1, z2, ..., zn)) συµ1ολίζεται µε
R[z1, z2, ..., zn]p×m (αντίστοιχα. R(z1, z2, ..., zn)p×m). Ας θεωρήσουµε τώρα
τον nD πολυωνυµικό πίνακα A(z1, . . . , zn) ∈ R [z1, . . . , zn]p×m

A(z1, . . . , zn) =

M1∑

k1=0

M2∑

k2=0

. . .

Mn∑

kn=0

(Ak1...kn)
(
zk1
1 . . . zkn

n

)
. (3.1)

Για χάρη συντοµίας και όπου οι µετα1λητές είναι προφανείς, θα χρησιµο-
ποιήσουµε τον συµ1ολισµό z̄ αντί για z1, z2, ..., zn. Τα αποτελέσµατα του κε-
φαλαίου αυτού δηµοσιεύτηκαν από τους Vologiannidis και Karampetakis στις

[VK04] και [VK03].

53
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3.1.1 ΟMoore-Penrose γενικευµένος αντίστροφος

Συνεχίζουµε δίνοντας τον ορισµό τουMoore-Penrose γενικευµένου αντίστρο-
φου ενός πολυωνυµικού πίνακα πολλών µετα1λητών.

Ορισµός 46 Για κάθε πίνακα A(z̄) ∈ R[z̄]p×m, υπάρχει ένας µοναδικός πί-
νακας που θα συµ1ολίζεται A(z̄)† ∈ R(z̄)m×p και που ονοµάζεται ο Moore-
Penrose γενικευµένος αντίστροφος που ικανοποιεί τις παρακάτω εξισώσεις

A(z̄)A(z̄)†A(z̄) = A(z̄) (3.2)

A(z̄)†A(z̄)A(z̄)† = A(z̄)† (3.3)
(
A(z̄)A(z̄)†

)∗
= A(z̄)A(z̄)† (3.4)

(
A(z̄)†A(z̄)

)∗
= A(z̄)†A(z̄) (3.5)

όπου µεA(z̄)∗ συµ1ολίζεται ο ανάστροφος συζυγής τουA(z̄). Στην ειδική πε-
ρίπτωση όπου ο A(z̄) είναι τετράγωνος και αντιστρέψιµος, τότε ο γενικευµέ-
νος αντίστροφος συµπίπτει µε τον συνηθισµένο αντίστροφο.

΄Ενας αλγόριθµος για την εύρεση του Moore-Penrose γενικευµένου αντί-
στροφου πολυωνυµικού πίνακα πολλών µετα1λητών είναι ο παρακάτω, που
αποτελεί γενίκευση του Θεωρήµατος 33.

Θεώρηµα 47 [VK04] ΄Εστω οπίνακαςA(z̄) = A(z1, . . . , zn) ∈ R [z1, . . . , zn]p×m

όπως στη σχέση (3.1) και

a(z̄, s) = det [zIp − A(z̄)A(z̄)ᵀ]

= a0(z̄)sp + a1(z̄)sp−1 + · · ·+ ap−1(z̄)s + ap(z̄)
(3.6)

µε a0(z̄) = 1, το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του γινοµένουA(z̄)A(z̄)ᵀ. ΄Εστω
k τέτοιο ώστε ap(z̄) ≡ 0, ..., ak+1(z̄) ≡ 0 ενώ ak(z̄) 6= 0 και Λ := {(z̄) ∈ Cn :

ak(z̄) = 0}. Τότε ο Moore-Penrose γενικευµένος αντίστροφος A(z̄)† του A(z̄)

για s ∈ z̄ ∈ Cn − Λ δίνεται από

A(z̄)† = − 1

ak(z̄)
A(z̄)ᵀBk−1(z̄) (3.7)

µε

Bk−1(z̄) = a0(z̄) [A(z̄)A(z̄)ᵀ]k−1 + · · ·+ ak−1(z̄)Ip

αν k > 0 ενώ αν k = 0 τότε A(z̄)† = 0. Αν z̄ ∈ Λ, µπορούµε να χρησιµοποιή-
σουµε ξανά τον ίδιο αλγόριθµο.
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Απόδειξη. Το Θεώρηµα µπορεί να αποδειχθεί ακολουθώντας παρόµοια βή-
µατα µε το αντίστοιχο θεώρηµα για σταθερούς πίνακες [Dec65].

3.1.2 Ο Drazin γενικευµένος αντίστροφος

Ακολουθεί ο ορισµός του Drazin γενικευµένου αντίστροφου πολυωνυµικού

πίνακα πολλών µετα1λητών.

Ορισµός 48 Για κάθε τετράγωνο πολυωνυµικό πίνακα A(z̄) ∈ R[z̄]m×m,
υπάρχει ένας µοναδικός πίνακας A(z̄)D ∈ R(z̄)m×m, που ονοµάζεται Drazin
γενικευµένος αντίστροφος που ικανοποιεί τις παρακάτω συνθήκες:

A(z̄)k+1A(z̄)D = A(z̄)k για

k = ind(A(z̄)) = min(k ∈ N : rank
(
A(z̄)k

)
= rank

(
A(z̄)k+1

)
)

(3.8)

A(z̄)DA(z̄)A(z̄)D = A(z̄)D, (3.9)

A(z̄)A(z̄)D = A(z̄)DA(z̄) (3.10)

Στην ειδική περίπτωση όπου ο πίνακαςA(z̄) είναι αντιστρέψιµος, οDrazin γε-
νικευµένος αντίστροφος συµπίπτει µε τον κλασσικό αντίστροφο του, δηλαδή
A(z̄)D = A(z̄)−1.

΄Ενας αλγόριθµος για τον υπολογισµό του Drazin γενικευµένου αντίστρο-
φου παρουσιάζεται πιο κάτω. Αποτελεί γενίκευση του Θεωρήµατος 34 και
δηµοσιεύθηκε στην [VK04].

Θεώρηµα 49 [VK04]΄Εστω ένας πολυωνυµικός πίνακας A(z̄) ∈ R[z̄]m×m και

a(s, z1, . . . , zn) = det [sIm − A(z̄)] = (a0(z̄)sm + · · ·+ am−1(z̄)s + am(z̄))

(3.11)
το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του A(z̄) µε a0(z̄) ≡ 1, z̄ ∈ Cn. ΄Εστω επίσης
η παρακάτω ακολουθία απόm×m πολυωνυµικούς πίνακες

Bj(z̄) = a0(z̄)A(z̄)j + · · · aj−1(z̄)A(z̄) + aj(z̄)Im, a0(z̄) = 1, j = 0, . . . , m

(3.12)
΄Εστω t ∈ N τέτοιος ώστε

am(z̄) ≡ 0, . . . , at+1(z̄) ≡ 0, at(z̄) 6= 0,
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το παρακάτω σύνολο

Λ = {z̄i ∈ Cn : at(z̄i) = 0}

και r ∈ N τέτοιος ώστε

Bm(z̄),...,Br(z̄) = 0, Br−1(z̄) 6= 0. (3.13)

Ορίζουµε

k = r − t. (3.14)

΄Οταν z̄ ∈ Cn − Λ και k > 0, ο Drazin γενικευµένος αντίστροφος του A(s)

δίνεται από

A(z̄)D =
A(z̄)kBt−1(z̄)k+1

at(z̄)k+1
A(s)D. (3.15)

µε

Bt−1(z̄) = a0(z̄)A(z̄)t−1 +· · ·+ at−2(z̄)A(s) + at−1(z̄)Im.

΄Οταν z̄ ∈ Cn − Λ και k = 0, έχουµε

A(s)D = 0.

Για τα z̄i ∈ Λ χρησιµοποιούµε τον ίδιο αλγόριθµο ξανά.

Απόδειξη. Το θεώρηµα µπορεί να αποδειχθεί ακολουθώντας παρόµοια βή-
µατα µε το αντίστοιχο θεώρηµα για σταθερούς πίνακες [SK00].

3.1.3 Παρεµ1ολή πολυωνύµων

Ας θεωρήσουµε τον πολυωνυµικό πίνακαn µετα1λητώνA(z̄) ∈ R[z̄]p×m όπως

στην (3.1) και µια πολυωνυµική συνάρτηση µε πραγµατικούς συντελεστές f .
Ο στόχος µας είναι να υπολογίσουµε την τιµή του f(A(z̄)). Ο αλγόριθµος βα-
σίζεται στα επόµενα βήµατα:

Αλγόριθµος 50 Αλγόριθµος υπολογισµού/παρεµ1ολής για πολυωνυµικούς
πίνακες.
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1. Υπολογισµός των τιµών του πολυωνυµικού πίνακα σε ένα σύνολο από

R =
n∏

i=1

(
degzi

(f(A(z̄))) + 1
)
επιλεγµένων n-άδων µιγαδικών αριθµών

z̄i, i = 1, 2, ..., R. Σε αυτό το βήµα καταλήγουµε µε R σταθερούς πίνα-
κες A(z̄i), i = 1, 2, ..., R.

2. Εφαρµογή της συνάρτησης f στους σταθερούς πίνακες A(z̄i), i =

1, 2, ..., R.

3. Υπολογισµός των συντελεστών του πολυωνυµικού πίνακα f(A(z̄)) µε

κάποια από τις γνωστές µεθόδους παρεµ1ολής όπως χρησιµοποιώντας

τους πίνακες Vandermonde, την µέθοδο Newton ή την µέθοδο Lagrange.

Η αποτελεσµατικότητα της παραπάνω τεχνικής έγκειται στην επιλογή κα-
τάλληλων µεθόδων σε κάθε από τα παραπάνω βήµατα.

3.1.4 ∆ιακριτός πολυδιάστατος µετασχηµατισµός Fourier

Ο διακριτός µετασχηµατισµός Fourier (DFT) εκτός από την απλή µορφή του
για ακολουθίες µιας διάστασης έχει γενικευθεί και για πολυδιάστατες ακολου-
θίες.

Ορισµός 51 [DM84] ΄Εστω δύο πεπερασµένου πλήθους ακολουθίεςX(k1, . . . , kn)

και X̃(r1, . . . , rn), ki, ri = 0, 1, ..., Mi.Οι δύο αυτές ακολουθίες αποτελούν ένα
DFT ζεύγος αν ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις:

X̃(r1, . . . , rn) =

M1∑

k1=0

M2∑

k2=0

. . .

Mn∑

kn=0

X(k1, . . . , kn)W−k1r1
1 · · ·W−knrn

n (3.16)

X(k1, . . . , kn) =
1

R

M1∑
r1=0

M2∑
r2=0

. . .

Mn∑
rn=0

X̃(r1, . . . , rn)W k1r1
1 · · ·W knrn

n (3.17)

όπου

Wi = e
2πj

Mi+1 ∀i = 1, 2, 3, ..., n (3.18)

R =
n∏

i=1

(Mi + 1) . (3.19)
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Τα σηµεία Wi, i = 1, 2, 3, ..., n στις σχέσεις (3.16) και (3.17) αντίστοιχα
ονοµάζονται σηµεία Fourier. Οι σχέσεις (3.16) και (3.16) αναπαριστούν το
ευθύ διακριτό µετασχηµατισµό Fourier, ενώ οι (3.17) και (3.17) τον αντί-
στροφο.
΄Οπως και για την περίπτωση του µονοδιάστατου µετασχηµατισµού Fou-

rier, ο γρήγορος υπολογισµός του διακριτού µετασχηµατισµού Fourier και του
αντίστροφού του γίνεται µε τεχνικές FFT.Ηπολυπλοκότητα του υπολογισµού
του µετασχηµατισµού Fourier ενός πολυδιάστατου πίνακα (πολυδιάστατης

ακολουθίας) M ∈ Rm1×···×mn είναι της τάξης O
(

n∏
i=1

m2
i

)
, ενώ µε τεχνικές

FFT µειώνεται δραµατικά σε O
((

n∏
i=1

mi

)(
n∑

i=1

log mi

))
. Ο αντίστροφος

µετασχηµατισµός Fourier έχει την ίδια πολυπλοκότητα µε τον ευθύ.

3.1.5 Παρεµ1ολή πολυωνύµων και FFT

΄Οπως και στο κεφάλαιο 2.1.5, η χρήση του διακριτού µετασχηµατισµού Fou-
rier στα βήµατα 1 και 3 του αλγορίθµου 50, έχει σηµαντικά υπολογιστικά
οφέλη. Το παράδειγµα του πολλαπλασιασµού δύο πολυωνυµικών πινάκων
µιας µετα1λητής 43, µπορεί άµεσα να γενικευτεί για πίνακες δύο ή περισσο-
τέρων µετα1λητών.

3.2 Αλγόριθµος υπολογισµού του Moore-Penrose
γενικευµένου αντίστροφου.

Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζεται ένας νέος αλγόριθµος για τον υπολο-
γισµό τουMoore-Penrose γενικευµένου αντίστροφου πολυωνυµικών πινάκων
πολλών µετα1λητών, ο οποίος παρουσιάστηκε στις [VK04] και [VK03]. Ο αλ-
γόριθµος βασίζεται σε τεχνικές παρεµ1ολής, στον διακριτό µετασχηµατισµό
Fourier και το θεώρηµα 47.
Από την (3.6), οι µεγαλύτερες δυνάµεις των µετα1λητών s, z1, . . . , zn που
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εµφανίζονται είναι

degs (a(s, z1, . . . , zn)) = p := b0

degz1
(a(s, z1, . . . , zn)) ≤ 2pM1 := b1

...
degzn

(a(s, z1, . . . , zn)) ≤ 2pMn := bn.

(3.20)

΄Ετσι το πολυώνυµο a(s, z1, . . . , zn) µπορεί να γραφθεί

a(s, z1, . . . , zn) =

b0∑

k0=0

b1∑

k1=0

. . .

bn∑

kn=0

(ak0k1...kn)
(
sk0zk1

1 . . . zkn
n

)
(3.21)

και µπορεί να υπολογιστεί αριθµητικά χρησιµοποιώντας τα παρακάτωR1 ση-
µεία Fourier

ui(rj) = W
−rj

i ; i = 0, . . . , n και rj = 0, 1, ..., bi

Wi = e
2πj

bi+1
(3.22)

όπου

R1 =
n∏

i=0

(bi + 1). (3.23)

Για να υπολογίσουµε τους συντελεστές ak0k1...kn ορίζουµε

ãr0r1...rn = det [u0(r0)Ip − A(u1(r1), . . . , un(rn)) [A(u1(r1), . . . , un(rn))]ᵀ] .

(3.24)
Από τις σχέσεις (3.21), (3.22) και (3.23) έχουµε ότι

ãr0r1...rn =

b0∑

l0=0

b1∑

l1=0

. . .

bn∑

ln=0

(al0l1...ln)
(
W−r0l0

0 . . .W−rnln
n

)
. (3.25)

Οι ακολουθίες [al0l1...ln ] και [ãr0r1...rn ] αποτελούν ένα DFT ζεύγος και άρα

µε τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Fourier βρίσκουµε τους συντελεστές του

(3.21) δηλαδή

al0l1...ln =
1

R1

b0∑
r0=0

b1∑
r1=0

. . .

bn∑
rn=0

ãr0r1...rnW r0l0
0 . . . W rnln

n

όπου li = 0, . . . , bi.
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΄Εχοντας υπολογίσει µε µια απλή αναδροµή το k του Θεωρήµατος 47, πρέ-
πει να υπολογίσουµε το

C(z̄) = A(z̄)ᵀBk−1(z̄) =

= A(z̄)ᵀ
(
a0(z̄) [A(z̄)A(z̄)ᵀ]k−1 + · · ·+ ak−1(z̄)Ip

)
.

(3.26)

Ισχύει το ακόλουθο

degzi
(C(s)) ≤ max {2(k − 1)Mi + Mi, k = 1, . . . , p} = (2p− 1)Mi := vi

(3.27)
για i = 1, ..., n. Τότε το C(z̄) µπορεί να γραφεί

C(z̄) =

v1∑

l1=0

. . .

vn∑

ln=0

Cl0···ln
(
zl1
1 · · · zln

n

)
. (3.28)

Υπολογίζουµε το C(z̄) µε παρεµ1ολή χρησιµοποιώντας τα παρακάτω R2 ση-
µεία Fourier

ui(rj) = W
−rj

i ; i = 1, . . . , n και rj = 0, 1, ..., vi

Wi = e
2πj

ni+1
(3.29)

όπου

R2 =
n∏

i=1

{(2p− 1)Mi + 1} . (3.30)

Για να βρεθούν οι συντελεστές Cl0···ln ορίζουµε το

C̃r1···rn = C(u1(r1), . . . un(rn)). (3.31)

Χρησιµοποιώντας τις (3.29) και (3.30), η εξίσωση (3.31) γίνεται

C̃r1···rn =

v1∑

l1=0

. . .

vn∑

ln=0

Cl0···lnW−r1l1
1 · · ·W−rnln

n (3.32)

η οποία εφαρµόζοντας τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Fourier παίρνει την

µορφή

Cl0···ln =
1

R2

v1∑

l1=0

. . .

vn∑

ln=0

C̃r1···rnW r1l1
1 · · ·W rnln

n

όπου li = 0, . . . , vi. Τελικά ο Moore-Penrose γενικευµένος αντίστροφος υπο-
λογίζεται µέσω της (3.7).
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΄Εχοντας υπ�όψιν την παραπάνω θεωρητική περιγραφή του αλγορίθµου,
πιο κάτω παρουσιάζεται ο αλγόριθµος µε την µορφή ψευδοκώδικα. Σηµειώ-
νουµε ότι ένας πολυωνυµικός πίνακας A(z̄) ∈ R[z̄]p×m αναπαρίσταται εσω-
τερικά από έναν πίνακα A ∈ R (M1+1)×···×(Mn+1)×p×m τα στοιχεία του οποίου

θα συµ1ολίζονται µε A (k1, . . . , kn+2) , για ki = 0, . . . , Mi, i = 1, . . . , n και

kn+1 = 0, . . . , p − 1, kn+2 = 0, . . . , m − 1. Επιπλέον θα χρειαστούµε το συµ-
1ολισµό A (k1, . . . , kn, ∗) ∈ Rp×m που επιστρέφει τον σταθερό πίνακα συντε-
λεστή του zk1

1 . . . zkn
n . Για χάρη σαφήνειας στον παρακάτω αλγόριθµο τα σύµ-

1ολα που χρησιµοποιούµε σε κάθε βήµα είναι διαφορετικά, κάτι που µπορεί
εύκολα να αποφευχθεί στην υλοποίησή του για λόγους εξοικονόµησης µνή-
µης.

Αλγόριθµος 52 [VK04], [VK03]. Υπολογισµός τουMoore-Penrose γενικευµέ-
νου αντίστροφου.

1. Υπολογισµός του χαρακτηριστικού πολυωνύµου (3.21).

α) Υπολογισµός του αριθµού των σηµείων παρεµ1ολής bi, i = 0, . . . , n

που χρειάζονται µέσω των σχέσεων (3.20).

β) Ορίζω τον B ∈ R(b0+1)×...×(bn+1)×p×m από τις σχέσεις

B (k0, . . . , kn, ∗) : =





A(k1, . . . , kn, ∗) k0 = 0, ki = 0, . . . , bi

για i = 1, . . . , n

0p×m αλλού.

Η παραπάνω διαδικασία προσθέτει µια διάσταση στον πίνακα ει-
σόδουA ∈ R (M1+1)×···×(Mn+1)×p×m που αντιστοιχεί στην νέα µετα-
1λητή s διογκώνοντάς τον ταυτόχρονα µε µηδενικά.

γ) Υπολογίζω τον πολυδιάστατοFFT τουB, το αποτέλεσµα του οποίου
αποθηκεύεται στον BF ∈ C(b0+1)×...×(bn+1)×p×m.

δ) Ορίζω τον πίνακα CF ∈ C(b0+1)×...×(bn+1)×p×p µε βάση τις σχέσεις

CF (k0, . . . , kn, ∗) := BF (k0, . . . , kn, ∗) (BF (k0, . . . , kn, ∗))ᵀ ∈ Cp×p.
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ε) Ορίζω τον πίνακα S ∈ R(b0+1)×...×(bn+1)×p×p µε βάση τις σχέσεις

S (k0, . . . , kn, ∗) :=

{
Ip (k0, . . . , kn) = (1, 0 . . . , 0)

0p×p (k0, . . . , kn) 6= (1, 0 . . . , 0).

Ο πίνακας S παίζει τον ρόλο του sIp.

στ) Υπολογίζω τον πολυδιάστατοFFT τουS, το αποτέλεσµα του οποίου
αποθηκεύεται στον SF .

ζ) Υπολογίζω την διαφορά DF = SF−CF .

η) Υπολογίζω τις ορίζουσες των πινάκων DF (k0, . . . , kn, ∗) ∈ Cp×m,
αποθηκεύοντάς τις σε ένα πίνακα EF ∈ C(b0+1)×···×(bn+1)

EF (k0, . . . , kn) := det {DF (k0, . . . , kn, ∗)} , ki = 0, . . . , bi,

i = 0, . . . , n.

θ) Χρησιµοποιώντας τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Fourier στον
EF , παίρνω ένα πίνακα E ∈ R(b0+1)×···×(bn+1) που αντιστοιχεί στους

συντελεστές του χαρακτηριστικού πολυωνύµου (3.6, 3.21)ως εξής:

ak0,...,kn = E (k0, . . . , kn) , ki = 0, . . . , bi.

2. Εύρεση k τέτοιου ώστε ap(z̄) = 0, ..., ak+1(z̄) = 0 ενώ ak(z̄) 6= 0.

α) Εφόσον τα E(k0, . . . , kn) αντιστοιχούν στους συντελεστές του γι-
νοµένου sk0zk1

1 . . . zkn
n , βρίσκουµε µε µια επαναληπτική διαδικασία

ένα ακέραιο k τέτοιο ώστε E(k, ∗) 6= 0(b1+1)×···×(bn+1) και E(i, ∗) =

0(b1+1)×···×(bn+1), 0 ≤ i < k.

3. Υπολογισµός του C(z̄) = A(z̄)ᵀBk−1(z̄) στην (3.25).

α) Υπολογίζω τα vi µέσω της (3.27).

β) Ορίζω τον G ∈ Rv1×···vn×p×m διογκώνοντας τον A µε µηδενικά.
γ) Υπολογίζω τονFFT τουG και αποθηκεύω το αποτέλεσµα στοGF ∈
Cv1×···vn×p×m.
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δ) Εφόσον vi > bi, i = 1, . . . , n ορίζω τονH ∈ R(b0+1)×(v1+1)×···×(vn+1)

διογκώνοντας τον E ∈ R(b0+1)×···×(bn+1) µε µηδενικά.

ε) Υπολογίζω τον FFT του H αποθηκεύοντας το αποτέλεσµα στον
HF .

στ) Υπολογίζω τις (3.32) για τους σταθερούς πίνακες GF (i, ∗) ως εξής

GF (k1, . . . , kn, ∗)ᵀ ×
[

k−1∑
j=1

{HF (p− j, k1, . . . , kn)·

·(GF (k1, . . . , kn, ∗)× GF (k1, . . . , kn, ∗)ᵀ)k−1−j
}

+

+ (GF (k1, . . . , kn, ∗)× GF (k1, . . . , kn, ∗)ᵀ)k−1
]

όπου µε × συµ1ολίζουµε τον πολλαπλασιασµό πινάκων και µε ·
τον πολλαπλασιασµού αριθµού µε πίνακα. Τοαποτέλεσµα αποθη-
κεύεται στον JF∈ C(v1+1)×···×(vn+1)×p×m. Αυτό το βήµα µπορεί να

υλοποιηθεί µε την µέθοδο του Horner για βελτίωση της ταχύτητας

και της ακρί1ειας των αποτελεσµάτων.

ζ) Με τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Fourier τουJF υπολογίζω τον

J και άρα τους συντελεστές του C(z̄).

4. Επιστρέφω τον αριθµητή και παρονοµαστή τουMoore-Penrose γενι-
κευµένου αντίστροφου.

α) Επιστρέφω τον J και τον E(k0, . . . , kn, ∗).

Πιο κάτω δίνεται η πολυπλοκότητα κάθε βήµατος που θεωρείται υπολο-
γιστικά χρονο1όρο του αλγορίθµου που µόλις περιγράφτηκε. Τα σύµ1ολα
R1 και R2 έχουν οριστεί στις σχέσεις (3.23) και (3.30) αντίστοιχα. Χρησιµο-
ποιούµε τον ακόλουθο συµ1ολισµό

L1 =
n∑

i=0

log(bi + 1), L2 =
n∑

i=1

log(ni + 1).

Ανσυµ1ολίσω µεR = max {R1, R2} και µεL = max {L1, L2} υποθέτοντας
ότι p < m και ότι k = p (η χειρότερη υπολογιστικά περίπτωση), η συνολική
πολυπλοκότητα του αλγορίθµου φράσσεται από το O (mp3RL).
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Αρ. βήµατος Complexity Αρ. βήµατος Complexity

1γ O (pmR1L1) 1θ O (R1L1)

1δ O (p2(2m− 1)R1) 3γ O (pmR2L2)

1στ O (p2R1L1) 3ε O (R2L2)

1ζ O (p2R1) 3στ O (kp3R2)

1η O (p3R1) 3ζ O (pmR2L2)

Πίνακας 3.1: Πολυπλοκότητα του αλγορίθµου για τον υπολογισµό τουMoore-
Penrose γενικευµένου αντίστροφου πολυωνυµικού πίνακα πολλών µετα1λη-
τών.

΄Οπως και στην περίπτωση των πολυωνυµικών πινάκων µιας µετα1λητής ο

αλγόριθµος υλοποιήθηκε στο µαθηµατικό πακέτοMathematicaTM 4.1. Η ταχύ-
τητα του αλγορίθµου εκτιµήθηκε χρησιµοποιώντας την συνάρτηση "Timing"
της MathematicaTM που επιστρέφει τον χρόνο (CPU time) σε δευτερόλεπτα.
Οι δοκιµές έγιναν σε ένα COMPAQ Presario µε CPU Pentium III στα 700MHz
και 128Mb µνήµηςRAM, χρησιµοποιώντας σαν λειτουργικό ταWindows 2000.
Στο παρακάτω γράφηµα αναπαρίσταται ο υπολογιστικός χρόνος (CPU Time)
που χρειάστηκε για τον υπολογισµό του Moore-Penrose γενικευµένου αντί-
στροφου τυχαίων πολυωνυµικών πινάκων δύο µετα1λητών διαστάσεων 3×4

και βαθµών από 1 µέχρι 7. Το γκρι πλέγµα αντιστοιχεί στην µέθοδο µε FFT,
ενώ το µαύρο στην συµ1ολική µέθοδο. Καλό είναι να σηµειωθεί ότι τα πολυ-
ώνυµα που εµφανίζονται σαν στοιχεία των πινάκων είχαν σχεδόν όλους τους

συντελεστές τους µη µηδενικούς.
Τα πλεονεκτήµατα του αλγορίθµου µε FFT είναι εµφανή καθώς ο βαθµός

των πινάκων µεγαλώνει. Αντίστοιχα αποτελέσµατα παρουσιάζονται αν δια-
λέξουµε να κάνουµε το διάγραµµα του χρόνου σαν συνάρτηση του αριθµού

των γραµµών και στηλών των πινάκων, κρατώντας αυτή τη φορά τους βαθ-
µούς σταθερούς. Για να τονιστεί η πολυπλοκότητα του Moore-Penrose γενι-
κευµένου αντίστροφου, αξίζει να σηµειωθεί ότι ο παρονοµαστής του Moore-
Penrose γενικευµένου αντίστροφου ενός πολυωνυµικού πίνακα δύο µετα1λη-
τών βαθµού 3 και διαστάσεων 3× 4, είναι βαθµού 18 και έχει 361 όρους, ενώ
τα στοιχεία του αριθµητή του είναι βαθµού 15 έχοντας 256 όρους.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. Αντίστροφοι πολυωνυµικών πινάκων πολλών µετα1λητών 65
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Σχήµα 3.1: Σύγκριση µεταξύ του χρόνου (CPU time) που χρειάζεται για τον
υπολογισµό τουMoore-Penrose γενικευµένου αντίστροφου χρησιµοποιώντας
τον αλγόριθµο 52 (γκρι) και αυτόν του Θεωρήµατος 47 (µαύρο)
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Σχήµα 3.2: Ανάλυση διαταραχών του παρονοµαστή τουMoore-Penrose γενι-
κευµένου αντίστροφου.

Παρακάτω παρουσιάζεται µια ανάλυση των λαθών του αλγορίθµου υπο-
λογισµού του Moore-Penrose γενικευµένου αντίστροφου πολυωνυµικών πι-
νάκων. ΄Εστω A(z̄) ένας τυχαίος πολυδιάστατος πίνακας µε ακέραιους συ-
ντελεστές. Συµ1ολίζουµε µε δA(z̄, c) έναν πολυωνυµικό πίνακα ίδιων δια-
στάσεων και βαθµών µε τον A(z̄) και συντελεστές να ανήκουν στο διά-
στηµα [−10−c, 10−c]. Θα ελεγχθεί η σχέση µεταξύ του σχετικού λάθους εc =
‖(A(z̄)+δA(z̄,c))+−A+(z̄)‖

2

‖A+(z̄)‖2 που εµφανίζεται στον γενικευµένο αντίστροφο και του

λάθους δc =
‖δA(z̄,c)‖2
‖A(z̄)‖2 που εισάγετε στα αρχικά δεδοµένα, όπου µε ‖A(z̄)‖2

συµ1ολίζεται η 2-νόρµα του blockπίνακα των συντελεστών
[
A0...0 · · · AM1...Mn

]

του A(z̄). Ο αλγόριθµος θεωρείται καλός αριθµητικά αν το εc είναι κοντά στο

δc. Τα επόµενα γραφήµατα δείχνουν σε λογαριθµικές αναλογίες την σχέση µε-
ταξύ του εc και δc για διάφορες τιµές του c στο διάστηµα [3, 16].
Για να είναι ο αλγόριθµος αριθµητικά ευσταθής πρέπει η συνεχής γραµµή

στο παραπάνω σχήµα να είναι όσο το δυνατόν κοντά στην διχοτόµο (διακε-
κοµµένη γραµµή) Ο αλγόριθµος συµπεριφέρεται έξοχα στην περίπτωση του
υπολογισµού του παρονοµαστή του Moore-Penrose γενικευµένου αντίστρο-
φου. Στην περίπτωση του υπολογισµού του πίνακα αριθµητή, φαίνεται ότι
υπάρχουν κάποια λάθη στρογγυλοποίησης όταν ο αρχικός πίνακας διατα-
ράσσεται µε δA(z̄, c) όταν το c ≥ 12. Αυτό προφανώς οφείλεται στις δυνά-
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Σχήµα 3.3: Ανάλυση διαταραχών του αριθµητή του Moore-Penrose γενικευ-
µένου. αντίστροφου.

µεις των πινάκων που υπάρχουν στην (3.26). Η εφαρµογή ειδικών αλγορίθ-
µων όπως ο κανόνας τωνHorner για τον υπολογισµό της (3.26) µπορεί να απο-
φέρει σηµαντική µείωση στα λάθη στρογγυλοποίησης.

3.3 Αλγόριθµος υπολογισµού τουDrazin γενικευ-
µένου αντίστροφου.

Αντίστοιχα µε το προηγούµενο κεφάλαιο, θα περιγραφεί ένας αλγόριθµος για
τον υπολογισµό του Drazin γενικευµένου αντίστροφου, ο οποίος παρουσιά-
στηκε στις [VK04] και [VK03].
Από την σχέση (3.11), φαίνεται εύκολα ότι οι µεγαλύτερες δυνάµεις των

(n + 1) µετα1λητών που εµφανίζονται στο a(s, z1, . . . , zn) είναι

degs (a(s, z1, . . . , zn)) = m := b0

degz1
(a(s, z1, . . . , zn)) ≤ mM1 := b1

...
degzn

(a(s, z1, . . . , zn)) ≤ mMn := bn.

(3.33)
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΄Ετσι το πολυώνυµο a(s, z1, . . . , zn) µπορεί να γραφτεί σαν

a(s, z1, . . . , zn) =

b0∑

k0=0

b1∑

k1=0

. . .

bn∑

kn=0

(ak0k1...kn)
(
sk0zk1

1 . . . zkn
n

)
(3.34)

και να υπολογιστεί αριθµητικά χρησιµοποιώντας τα παρακάτωR1 σηµεία πα-
ρεµ1ολής

ui(rj) = W
−rj

i ; i = 0, . . . , n και rj = 0, 1, ..., bi

Wi = e
2πj

bi+1
(3.35)

όπου

R1 =
n∏

i=0

(bi + 1). (3.36)

Για να υπολογιστούν οι συντελεστές ak0k1...kn ορίζουµε τα ãr0r1...rn ως εξής

ãr0r1...rn = det [u0(r0)Ip − A(u1(r1), . . . , un(rn))] . (3.37)

Από τις (3.34), (3.35), (3.37) παίρνουµε

ãr0r1...rn =

b0∑

l0=0

b1∑

l1=0

. . .

bn∑

ln=0

(al0l1...ln)
(
W−r0l0

0 . . .W−rnln
n

)
. (3.38)

Οι ακολουθίες [al0l1...ln ] και [ãr0r1...rn ] αποτελούν ένα DFT ζεύγος και έτσι από

την προηγούµενη σχέση και τον αντίστροφο διακριτό µετασχηµατισµό Fourier

µπορούµε να πάρουµε τους συντελεστές της (3.34)

al0l1...ln =
1

R1

b0∑
r0=0

b1∑
r1=0

. . .

bn∑
rn=0

ãr0r1...rnW r0l0
0 . . . W rnln

n (3.39)

όπου li = 0, . . . , bi.

Ο υπολογισµός του at(z̄) του Θεωρήµατος 49 είναι απλός και µπορεί να
βρεθεί µε µια αναδροµή. ΄Εστω ο πίνακας Bi(z̄) στην (3.12). Πρέπει να υπο-
λογίσουµε ένα r τέτοιο ώστε η (3.13) να ισχύει. Για να ελεγθεί αν ο πίνακας
Bi(z̄) είναι ο µηδενικός πίνακας, χρησιµοποιούµε το αντίστοιχο του λήµµατος
38 για πολυωνυµικούς πίνακες πολλών µετα1λητών. Χρειαζόµαστε

R̂i =
n∏

j=0

(iMj + 1)︸ ︷︷ ︸
mij

, i = r − 1, . . . , m (3.40)
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Fourier σηµεία παρεµ1ολής. Με µια αναδροµή υπολογίζουµε την τιµή του r.

Θα υπολογίσουµε τώρα τον αριθµητή του (3.15), δηλαδή το

C(z̄) = A(z̄)kBt−1(z̄)k+1. (3.41)

Η µεγαλύτερη δύναµη του zi στην (3.41) είναι

vi = (t− 1)(k + 1)Mi. (3.42)

Το C(z̄) γράφεται ως εξής

C(z̄) =

v1∑

l1=0

. . .

vn∑

ln=0

Cl0···ln
(
zl1
1 · · · zln

n

)

και υπολογίζεται µε παρεµ1ολή χρησιµοποιώντας τα παρακάτω R2 σηµεία

Fourier
ui(rj) = W

−rj

i ; i = 1, . . . , n και rj = 0, 1, ..., vi

Wi = e
2πj

vi+1
(3.43)

όπου

R2 =
n∏

i=1

{(ni + 1} . (3.44)

Για να υπολογίσουµε τους συντελεστές Cl0···ln ορίζουµε την παρακάτω σχέση

C̃r1···rn = C(u1(r1), . . . un(rn)). (3.45)

Χρησιµοποιώντας τις (3.42), (3.43), η (3.45) γίνεται

C̃r1···rn =

v1∑

l1=0

. . .

vn∑

ln=0

Cl0···lnW−r1l1
1 · · ·W−rnln

n

που µέσω του αντίστροφου µετασχηµατισµού Fourier γίνεται

Cl0···ln =
1

R2

v1∑

l1=0

. . .

vn∑

ln=0

C̃r1···rnW r1l1
1 · · ·W rnln

n

µε li = 0, . . . , vi.Αντίστοιχα η µεγαλύτερη δύναµη του zi που εµφανίζεται στο

c(z̄) = at(z̄)k+1 είναι

di = tMi(k + 1) (3.46)
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και έτσι το c(z̄) µπορεί να γραφεί

c(z̄) =

d1∑

k1=0

. . .

dn∑

kn=0

(ck1...kn)
(
zk1
1 . . . zkn

n

)

και να υπολογιστεί χρησιµοποιώντας τα παρακάτω R3 σηµεία παρεµ1ολής

ui(rj) = W
−rj

i ; i = 1, . . . , n και rj = 0, 1, ..., di

Wi = e
2πj

di+1
(3.47)

µε

R3 =
n∏

i=1

(di + 1). (3.48)

Ορίζοντας σαν

c̃r1...rn =

d1∑

l1=0

. . .

dn∑

ln=0

(ck1...kn)
(
W−r1l1

1 . . . W−rnln
n

)
(3.49)

και χρησιµοποιώντας τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Fourier παίρνουµε

cl1...ln =
1

R3

d1∑
r1=0

. . .

dn∑
rn=0

c̃r1...rnW r1l1
1 . . . W rnln

n

για li = 0, . . . , di. Ο Drazin γενικευµένος αντίστροφος µπορεί τώρα να υπολο-
γιστεί από την (3.15) ως εξής

A(z̄)D =
C(z̄)

c(z̄)
.

Ο αλγόριθµος σε µορφή ψευδοκώδικα για τον υπολογισµό του Drazin γενι-
κευµένου αντίστροφου ακολουθεί. ΄Οπως και πριν σαν είσοδο θεωρούµε τον
πίνακα A ∈ R(M1+1)×···×(Mn+1)×m×m όπου ο συµ1ολισµός A (k1, . . . , kn, ∗) ∈
Rm×mεπιστρέφει τον σταθερό πίνακα συντελεστή του zk1

1 . . . zkn
n .

Αλγόριθµος 53 [KV02a], [KV03a]. Υπολογισµός του Drazin γενικευµένου
αντίστροφου.

1. Υπολογισµός του χαρακτηριστικού πολυωνύµου (3.11, 3.34).

α) Υπολογισµός του αριθµού των σηµείων παρεµ1ολής bi, i = 0, . . . , n

που χρειάζονται µέσω των σχέσεων (3.33).
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β) Ορίζω τον B ∈ R(b0+1)×...×(bn+1)×m×m από τις σχέσεις

B (k0, . . . , kn, ∗) : =





A(k1, . . . , kn, ∗) k0 = 0, ki = 0, . . . , bi

για i = 1, . . . , n

0p×m αλλού

Η παραπάνω διαδικασία προσθέτει µια διάσταση στον πίνακα ει-
σόδουA ∈ R(M1+1)×···×(Mn+1)×m×m που αντιστοιχεί στην νέα µετα-
1λητή s διογκώνοντάς τον ταυτόχρονα µε µηδενικά.

γ) Υπολογίζω τον πολυδιάστατοFFT τουB, το αποτέλεσµα του οποίου
αποθηκεύεται στον BF ∈ C(b0+1)×...×(bn+1)×m×m.

δ) Ορίζω τον πίνακα S ∈ R(b0+1)×...×(bn+1)×m×m µε βάση τις σχέσεις

S (k0, . . . , kn, ∗) :=

{
Im (k0, . . . , kn) = (1, 0 . . . , 0)

0m×m (k0, . . . , kn) 6= (1, 0 . . . , 0)

Ο πίνακας S παίζει τον ρόλο του sIm.

ε) Υπολογίζω τον πολυδιάστατοFFT τουS, το αποτέλεσµα του οποίου
αποθηκεύεται στον SF .

στ) Υπολογίζω την διαφορά DF = SF−BF .

ζ) Υπολογίζω τις ορίζουσες των πινάκων DF (k0, . . . , kn, ∗) που θυ-
µίζουµε ότι ανήκουν στο Cm×m, αποθηκεύοντάς τις σε ένα πίνακα
EF ∈ C(b0+1)×...×(bn+1).

EF (i, j) := det {DF (i, j, ∗)} , i = 0, . . . , b0, k = 0, . . . , b1.

η) Χρησιµοποιώντας τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Fourier στον
EF , παίρνω ένα πίνακα E ∈ R(b0+1)×...×(bn+1) που αντιστοιχεί

στους συντελεστές του χαρακτηριστικού πολυωνύµου (3.11, 3.34)
ως εξής:

ak0,...,kn = E (k0, . . . , kn) , ki = 0, . . . , bi, i = 0, . . . n.

2. Υπολογισµός του at(s)
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α) Εφόσον τα E(k0, . . . , kn) αντιστοιχούν στους συντελεστές του γι-
νοµένου sk0zk1

1 . . . zkn
n , βρίσκουµε µε µια επαναληπτική διαδικασία

ένα ακέραιο t τέτοιο ώστε.E(t, ∗) 6= 0(b1+1)×···×(bn+1) και E(i, ∗) =

0(b1+1)×···×(bn+1), 0 ≤ i < t.

3. Υπολογισµός Br−1 6= 0

– i = m

Do while (Ei < ε)

– Υπολογίζω τον αριθµό των σηµείων παρεµ1ολής R̂i µέσω του τύ-
που (3.40).

– Ορίζω το Ci διογκώνοντας τον A µε µηδενικά µέχρι να αποκτήσει
διάστασηmi1 × · · · ×min ×m×m.

– Υπολογίζω τον FFT του Ci αποθηκεύοντάς τον στον CF
i .

– Ορίζω τον Di γεµίζοντας τον E µε µηδενικά µέχρι να αποκτήσει
διάσταση (n1 + 1)× . . .× (nn + 1).

– Υπολογίζω τον FFT του Di και τον αποθηκεύω στον DF
i .

– Υπολογίζω την παράσταση (3.12) αποθηκεύοντας το αποτέλεσµα
στο Ei.

– i = i− 1

– END DO

r = i

4. Υπολογισµός του C(s) := A(s)kBt−1(s)
k+1

α) Υπολογίζω τον αριθµό των σηµείων παρεµ1ολής vi όπως στην

(3.42).

β) Ορίζω το G διογκώνοντας τον A µε µηδενικά µέχρι να αποκτήσει
διάσταση v1 × · · · vn ×m×m.

γ) Υπολογίζω τον FFT του G αποθηκεύοντάς τον στον GF .

δ) Ορίζω τονH γεµίζοντας τον E µε µηδενικά µέχρι να αποκτήσει διά-
σταση (v1 + 1)× · · · × (vn + 1).
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ε) Υπολογίζω τον FFT τουH και τον αποθηκεύω στονHF .

στ) Υπολογίζω την παράσταση (3.41) χρησιµοποιώντας τους σταθε-
ρούς πίνακεςGF καιHF . ΤοαποτέλεσµαJF ∈ C(v1+1)×···×(vn+1)×m×m.

ζ) Χρησιµοποιώντας τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Fourier στο JF

υπολογίζω τους συντελεστές τουC(s) αποθηκεύοντάς τους στοF .

5. Υπολογισµός του at(s)
k+1

α) Οι συντελεστές του at(s) αντιστοιχούν στον πολυδιάστατο πίνακα

E(t, ∗). ∆ηµιουργώ τον πίνακα H γεµίζοντας τον E(t, ∗) µε µηδε-
νικά µέχρι να αποκτήσει διάσταση (d1 + 1) × · · · × (dn + 1) όπου

τα di ορίστηκαν στην (3.46).

β) Υπολογίζω τον FFT τουH και αποθηκεύω το αποτέλεσµα στοHF .

γ) Υπολογίζω την (k+1) δύναµη κάθε στοιχείου του πίνακαHF ,απο-
θηκεύοντας το αποτέλεσµα στο IF .

δ) Εφαρµόζοντας τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Fourier στο IF

υπολογίζω τον I, πουαποτελείται από τους συντελεστές του at(z̄)k+1.

6. Επιστρέφω τον αριθµητή και τον παρονοµαστή του Drazin γενικευ-
µένου αντιστρόφου

α) Επιστρέφω τον πίνακα F και τον πίνακα I.

Στον Πίνακα 3.2 φαίνεται η πολυπλοκότητα του αλγορίθµου σε κάθε από
τα βήµατα που περιγράφθηκαν πιο πάνω. Τα σύµ1ολαR1, R2, R3 και R̂i ορί-
στηκαν παραπάνω στις (3.36), (3.44), (3.48) και (3.40). Επίσης εισάγουµε τους
εξής συµ1ολισµούς

L1 =
n∑

i=0

log(bi + 1), L2 =
n∑

i=1

log(ni + 1), L3 =
n∑

i=1

log(di + 1)

L̂i =
n∑

i=0

log(mij + 1), i = r − 1, ..., m.

Αν ονοµάσω µε R = max
{

R1, R2, R3, R̂i

}
και µε L = max

{
L1, L2, L3, L̂i

}
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Step No Complexity Step No Complexity

1γ O (m2R1L1) 3 O
(

m∑
i=r−1

m3R̂iL̂i

)

1ε O (m2R1L1) 3γ O (m2R2L2)

1στ O (m2R1) 4δ O (R2L2)

1ζ O (m3R1) 4στ O (km3R2)

1η O (R1L1) 5β, 5γ, 5δ O (R3L3)

Πίνακας 3.2: Πολυπλοκότητα του αλγορίθµου για τον υπολογισµό τουDrazin
γενικευµένου αντίστροφου ενός πολυωνυµικού πίνακα πολλών µετα1λητών.

και έχοντας υπ�όψιν µας ότι η χειρότερη περίπτωση υπολογιστικά είναι όταν

k = m, η συνολική πολυπλοκότητα του αλγορίθµουφράσσεται απόO (m4RL).
Ο αλγόριθµος υλοποιήθηκε στο µαθηµατικό πακέτο MathematicaTM 4.1.

΄Οπως και για τον γενικευµένο αντίστροφοMoore-Penrose, η ταχύτητα του αλ-
γορίθµου εκτιµήθηκε χρησιµοποιώντας την συνάρτηση "Timing" της Mathe-
maticaTM που επιστρέφει τον χρόνο (CPU time) σε δευτερόλεπτα. Τα αποτελέ-
σµατα ήταν ανάλογα µε αυτά του Moore-Penrose γενικευµένου αντίστροφου
όπως φαίνεται στο σχήµα 3.1. Η ανάλυση διαταραχών του αριθµητή και του
παρονοµαστή παρουσίασε αντίστοιχα αποτελέσµατα µε τα σχήµατα 3.2 και
3.3.

3.4 Συµπεράσµατα

Οι πολυωνυµικοί πίνακες πολλών µετα1λητών εµφανίζονται αρκετά συχνά

στην θεωρία αυτοµάτου ελέγχου, σε ερευνητικές περιοχές όπως η µελέτη πο-
λυδιάστατων φίλτρων, τα ηλεκτρικά δίκτυα µε µετα1λητά στοιχεία, τα αυτο-
παλλίνδροµα πολυδιάστατα συστήµατα κλπ. Στις αντίστοιχες περιοχές εµφα-
νίζονται πολύ συχνά και οιMoore-Penrose και Drazin γενικευµένοι αντίστρο-
φοι πολυωνυµικών πινάκων. Οι αριθµητικές µέθοδοι που υπάρχουν στην βι-
1λιογραφία για πράξεις πολυωνυµικών πινάκων µε πολλές µετα1λητές είναι

αρκετά σπάνιοι κάτι που αναλογιζόµενοι και την πολυπλοκότητά τους, φα-
νερώνει.ότι είναι ένας τοµέας που χρειάζεται αρκετή έρευνα. Σε αυτό το κε-
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φάλαιο γενικεύσαµε τα αποτελέσµατα του κεφαλαίου 2, παρουσιάζοντας δύο
νέους αλγορίθµους για τον υπολογισµό τωνMoore-Penrose καιDrazin γενικευ-
µένων αντιστρόφων. ΄Εγινε ανάλυση της ταχύτητας και των αριθµητικών λα-
θών που παρουσιάζουν οι αλγόριθµοι και αποπειράθηκε µια σύγκρισή τους

µε ήδη υπάρχοντες αλγόριθµους, µε πολύ ενθαρρυντικά αποτελέσµατα. Η ερ-
γασία αυτή ελπίζουµε ότι θα δώσει µια νέα ώθηση στην έρευνα αλγορίθµων

καταλλήλων για πολυωνυµικούς πίνακες πολλών µετα1λητών.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4

Ελάχιστη πολυωνυµική βάση

4.1 Εισαγωγή

Το πρό1ληµα του υπολογισµού µιας ελάχιστης πολυωνυµικής βάσης ενός ρη-
τού διανυσµατικού χώρου [For75], αποτελεί βασικό µέρος για πολλά προ1λή-
µατα ανάλυσης, σύνθεσης και σχεδίασης αυτοµάτου ελέγχου (βλέπε [Wol74],
[CD91], [Kuc79], [Var91]). ∆εδοµένης µιας συνάρτησης µεταφοράς P (s)

χρειαζόµαστε συνήθως να υπολογίσουµε µια αριστερή ή δεξιά πολυωνυµική

κλασµατική µορφή της P (s) = D−1
L (s)NL(s) = NR(s)D−1

R (s). Επίσης σε
πολλές εφαρµογές, εκτός από την ανάγκη του να είναι πρώτη η προηγού-
µενη παραγοντοποίηση, χρειάζονται να βρεθούν παραγοντοποιήσεις όπου
είτε οι πίνακες στον παρονοµαστή DL(s), DR(s), είτε οι σύνθετοι πίνακες
E(s) := [DL(s), NL(s)], F (s) := [NR(s)>,−DR(s)>]> να έχουν αντίστοιχα

ελάχιστο βαθµό γραµµών ή στηλών, να είναι δηλαδή κανονικοί κατά γραµµές
ή στήλες αντίστοιχα. Κλασσικά παραδείγµατα αποτελούν το πρό1ληµα της
επανατοποθέτησης των ιδιοτιµών του παρονοµαστή (ολοκληρωµένες θεωρή-
σεις του προ1λήµατος υπάρχουν στα βι1λία [CD91], [Kuc79]) και της εύρεσης
µιας ελάχιστης πραγµάτωσης ([Wol74] ,[Var91], [VK95]) ενός συστήµατος µε
πολλές εισόδους και εξόδους όπου χρειάζεται ο υπολογισµός µιας ελάχιστης

και πρώτης παραγοντοποίησης του συστήµατος. Ακόµα και το πρό1ληµα της
αναγωγής σε κανονικό πολυωνυµικό πίνακα κατά γραµµές / στήλες (row / co-
lumn reduction) ενός πολυωνυµικού πίνακα µπορεί να λυθεί µε τεχνικές ελαχί-

76
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στων πολυωνυµικών βάσεων, όπως περιγράφεται στις [BvdHP88] και [NP93].
Η κλασσική µέθοδος των Wolovich [Wol74] και Kailath [Kai80]) για την

εύρεση µιας ελάχιστης πολυωνυµικής βάσης ενός ρητού διανυσµατικού χώ-
ρου, αρχίζει από µια όχι κατ� ανάγκη ελάχιστη πολυωνυµική βάση και στην
συνέχεια χρησιµοποιώντας γνωστές τεχνικές πολυωνυµικών πινάκων όπως η

εξαγωγή µέγιστων κοινών διαιρετών και αντιστρέψιµοι µετασχηµατισµοί, κα-
ταλήγει στην επιθυµητή ελάχιστη πολυωνυµική βάση. Ωστόσο οι υλοποιή-
σεις τέτοιων τεχνικών πάσχουν από σο1αρά αριθµητικά προ1λήµατα και γι�

αυτό δεν χρησιµοποιούνται σε πραγµατικές εφαρµογές. ΄Ενας εναλλακτικός
αριθµητικά ευσταθής αλγόριθµος παρουσιάστηκε από τους Beelen και Velt-
kamp στην [BV87]. Η µέθοδος αυτή χρησιµοποιεί πρωτο1άθµιους πολυωνυ-
µικούς πίνακες εφαρµόζοντας την γενικευµένη Schur ανάλυση στην block συ-
νοδεύουσα µορφή του αρχικού πολυωνυµικού πίνακα. ΄Ενας άλλος τρόπος
υπολογισµού της ελάχιστης βάσης εµφανίστηκε στην [M.P97] όπου χρησιµο-
ποιήθηκαν Pade προσεγγίσεις των εµπλεκώµενων πολυωνυµικών πινάκων. Η
προσέγγιση στο πρό1ληµα που θα περιγραφθεί σε αυτό το κεφάλαιο, είναι
συγκρίσιµη µε αυτές των Karcanias στην [Kar94] και των Karcanias και Mi-
troulli στην [KM02], όπου µελετήθηκε ο υπολογισµός ελάχιστης βάσης πρω-
το1άθµιων πολυωνυµικών πινάκων και µε την [BK97] όπου χρησιµοποιήθηκε
η δοµή των Sylvester απαλειφουσών. Τα αποτελέσµατα του κεφαλαίου δηµο-
σιεύτηκαν από τους Antoniou και Vologiannidis στην [AVV04].

4.2 Υπολογισµός ελάχιστης πολυωνυµικής βάσης

΄Εχοντας αναφέρει τους βασικούς ορισµούς στο κεφάλαιο 1.5 συνεχίζουµε
στα βασικά αποτελέσµατα που πρωτοπαρουσιάστηκαν στην [AVV04]. ΄Εστω
F (s) ∈ R[s](p+m)×m µε rankR(s)F (s) = m και E(s) ∈ R[s]p×(p+m) µε

rankR(s)E(s) = p πολυωνυµικοί πίνακες τέτοιοι ώστε

E(s)F (s) = 0. (4.1)

Το επόµενο θεώρηµα δείχνει την σχέση µεταξύ των συντελεστών µιας ελάχι-
στης πολυωνυµικής βάσης του αριστερού πυρήνα του F (s) και µιας βάσης
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του αριστερού πυρήνα της γενικευµένης απαλείφουσας του SylvesterRk ή του

Wolovich Mek αντίστοιχα.

Θεώρηµα 54 ΄ΕστωE(s) µια ελάχιστη πολυωνυµική βάση του αριστερού πυ-
ρήνα του F (s) όπως στην σχέση (1.7). ΄Εστω µi = degri E(s), i ∈ p οι αρι-
στεροί ελάχιστοι δείκτες του F (s) και µε ak ας συµ1ολίσουµε τον αριθµό των

γραµµών του E(s) για τις οποίες ισχύει µi = degri E(s) = k. Τότε

kerL Rk = kerL Mek = Im LLk, (4.2)

όπου το Lk ∈ Rvk×k(p+m) ορίζεται από τη σχέση

block diag
i:µi<k

{S1,k−µi
(s)}Ek(s) = LkSp+m,k(s), (4.3)

Ek(s) ∈ Rσk×(p+m) είναι ένας πολυωνυµικός πίνακας που αποτελείται από

όλες τις σk =
∑k−1

i=0 ai τον αριθµό γραµµές του E(s) µε βαθµούς στηλών που

ικανοποιούν τις σχέσεις µi = degri E(s) < k και vk =
∑

i:µi<k

(k − µi) =

dim kerL Mek = dim kerL Rk.

Απόδειξη. Ξέροντας ότι ο Ek(s) αποτελείται από γραµµές του E(s) που ικα-
νοποιούν την σχέση µi = degri E(s) < k, από την (1.7) µπορούµε να συµπε-
ράνουµε ότι

Ek(s)F (s) = 0 (4.4)

για κάθε s ∈ C. Πολλαπλασιάζοντας την (4.3) µε τον F (s) από δεξιά και χρη-
σιµοποιώντας την (4.4) έχουµε

LkXk(s) = 0

όπου ο Xk(s) έχει οριστεί στην (1.9). Χρησιµοποιώντας αντίστοιχα τις (1.10)
και (1.12), παίρνουµε την παρακάτω σχέση

LkRkSm,q+k(s) = 0 και LkMekblock diag
i∈m

{S1,ki+k(s)} = 0

που ισχύει για κάθε s ∈ C. ΄Ετσι

LkRk = 0 και LkMek = 0,
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το οποίο αποδεικνύει ότι ImL Lk ⊂ kerL Rk και Im
L Lk ⊂ kerL Mek. Επίσης

εύκολα φαίνεται ότι ο Lk έχει πλήρη τάξη γραµµών µια και η ύπαρξη ενός

σταθερού διανύσµατος w̄> ∈ R1×vk τέτοιου ώστε w̄>Lk = 0 θα σήµαινε µέσω

της (4.3) την ύπαρξη πολυωνυµικού διανύσµατος w(s)> ∈ R [s]1×σk για το

οποίο θα ίσχυε w(s)>Ek(s) = 0, κάτι που οδηγεί σε αντίφαση µε το γεγονός
ότι ο Ek(s) έχει ανεξάρτητες γραµµές. Άρα

dim Im LLk =
∑

i:µi<k

(k − µi) = dim kerL Mek = dim kerL Rk

που ολοκληρώνει την απόδειξη.
Ο στόχος είναι να προταθεί ένας καινούριος τρόπος για τον υπολογισµό

µιας ελάχιστης πολυωνυµικής βάσης του αριστερού πυρήνα του F (s). Θα
δείξουµε στην συνέχεια ότι αυτό µπορεί να γίνει µε συγκεκριµένους αριθµη-
τικά ευσταθείς υπολογισµούς σε διαδοχικές Sylvester ήWolovich απαλείφου-
σες του F (s). Η βασική ιδέα πάνω στην οποία στηρίζεται το νέο αυτό απο-
τέλεσµα, είναι ότι αν είναι ήδη γνωστό µέρος της ελάχιστης πολυωνυµικής
βάσης E(s) του αριστερού πυρήνα του F (s) που αντιστοιχεί στις γραµµές µε

βαθµούς µικρότερες από k, τότε είναι εύκολο να προσδιοριστούν γραµµικά
ανεξάρτητα πολυωνυµικά διανύσµατα γραµµών µε βαθµούς ακρι1ώς k που

να ανήκουν στον αριστερό πυρήνα του F (s).
Μεδεδοµένο ότιEk(s) ∈ R [s]σk×(p+m) (βλέπε θεώρηµα 54) είναι ένα µέρος

της ελάχιστης πολυωνυµικής βάσηςE(s) του αριστερού πυρήνα του F (s) που

περιέχει µόνο τις γραµµές του E(s) µε µi = degri E(s) < k, ορίζουµε για k =

1, 2, 3, .... την ακολουθία των ρητών διανυσµατικών χώρων

Fk = Im L
R(s)Ek(s). (4.5)

Εύκολα φαίνεται ότι

F1 ⊆ F2 ⊆ ... ⊆ Fµ+1 = kerL
R(s) F (s) (4.6)

όπου µ = max
i∈p

{µi}, ενώ προφανώς ισχύει

dimR(s)Fk = σk. (4.7)
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Θεώρηµα 55 ΄Εστω Ek(s) µια ελάχιστη πολυωνυµική βάση του Fk. Ορίζω
τον πίνακα L̄k+1 διαστάσεων

∑
i:µi<k

(k − µi + 1) × (p + m)(k + 1) µέσω της

παρακάτω σχέσης

block diag
i∈σk

{S1,k−µi+1(s)}Ek(s) = L̄k+1Sp+m,k+1(s). (4.8)

΄Εστω N̄k+1 ∈ Rak×(p+m)(k+1) τέτοιος ώστε ο πίνακας L̃k+1 := [L̄>k+1, N̄
>
k+1]

>

διαστάσεων ak +
∑

i:µi<k

(k − µi + 1)× (p + m)(k + 1) να ικανοποιεί την

rankL̃k+1 =
∑

i:µi<k+1

(k − µi + 1) και L̃k+1Me(k+1) = 0 (4.9)

δηλαδή ο L̃k+1 να είναι µια βάση του kerL Me(k+1). Τότε οι γραµµές του πολυ-
ωνυµικού πίνακα

Ẽk+1(s) :=

[
Ek(s)

Nk+1(s)

]

σχηµατίζουν µια ελάχιστη πολυωνυµική βάση του Fk+1 όπου

Nk+1 (s) := N̄k+1Sp+m,k+1(s) ∈ R [s]ak×(p+m) .

Απόδειξη. Πολλαπλασιάζοντας από δεξιά την (4.8) µε τον F (s) και έχοντας

υπ�όψιν µας την (1.12) και ότι Ek(s)F (s) = 0 για κάθε s ∈ C, καταλήγουµε
στην

L̄k+1Me(k+1) = 0 (4.10)

µε τις γραµµές του L̄k+1 να είναι γραµµικά ανεξάρτητες. Ψάχνουµε να βρούµε
γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα γραµµών τα οποία µαζί µε τις γραµµές του

L̄k+1 να σχηµατίζουν µια βάση του kerL Me(k+1). Σύµφωνα µε το θεώρηµα 25
ισχύει dim kerL Me(k+1) =

∑
i:µi<k+1

(k − µi + 1) το οποίο αν συγκριθεί µε τον

αριθµό των γραµµών του L̄k+1 δείχνει ότι χρειάζονται ακόµα ak γραµµικά

ανεξάρτητα διανύσµατα για να σχηµατισθεί µια βάση του kerL Me(k+1). Ας

υποθέσουµε ότι βρίσκουµε έναν ak × (p + m)(k + 1) πλήρης τάξης γραµµών

πίνακα N̄k+1 τέτοιο ώστε να ισχύει

N̄k+1Me(k+1) = 0 (4.11)
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και µε γραµµές γραµµικά ανεξάρτητες µε αυτές του L̄k+1, δηλαδή

rankL̃k+1 =
∑

i:µi<k+1

(k − µi + 1). (4.12)

Προφανώς οι γραµµές του πίνακα

[
L̄k+1

N̄k+1

]
θααποτελούν µια βάση του αριστε-

ρού πυρήνα τουMe(k+1).Εύκολα µπορούµε να επι1ε1αιώσουµε ότι οι γραµµές

του πολυωνυµικού πίνακα Nk+1(s) = N̄k+1Sp+m,k+1(s) θα ικανοποιούν την

Nk+1(s)F (s) = 0.

Επίσης οι γραµµές του Nk+1(s) θα έχουν βαθµούς ακρι1ώς k, µια και αν

υπήρχε µια γραµµή του Nk+1(s) µε degri Nk+1(s) < k, η αντίστοιχη γραµµή
του N̄k+1 θα ήταν γραµµικός συνδυασµός των γραµµών του L̄k+1, κάτι που

αντι1αίνει µε την (4.12). Υπάρχει ένας πίνακας µετάθεσης γραµµών P τέτοιος

ώστε

PL̄k+1 =

[
Lk 0

Xk Ehr
k

]
(4.13)

όπου Lk ∈ Rvk×k(p+m) είναι µια βάση του kerL Mek όπως έχει οριστεί στην

(4.3),Xk είναι ένα σταθερός πίνακας καιEhr
k είναι ο πίνακας των συντελεστών

µε το µέγιστο βαθµό κατά γραµµή του Ek(s). Αντίστοιχα χωρίζουµε τον N̄k+1

ως εξής

N̄k+1 = [Yk, N
hr
k+1],

όπου Yk ∈ Rak×(p+m)k καιNhr
k+1 ∈ Rak×(p+m) είναι ο πίνακας των συντελεστών

µε το µέγιστο βαθµό κατά γραµµή τουNk+1(s).Θα αποδείξουµε ότι ο Ẽk+1(s)

είναι κανονικός κατά γραµµές ή ισοδύναµα ότι ο Ẽhr
k+1 έχει πλήρη τάξη γραµ-

µών. Προφανώς ισχύει

Ẽhr
k+1 =

[
Ehr

k

Nhr
k+1

]
.

Υποθέτουµε ότι ο Ẽk+1(s) δεν είναι κανονικός κατά γραµµές. Τότε θα υπάρ-
χει ένα διάνυσµα γραµµών [a>, b>] τέτοιο ώστε

[a>, b>]

[
Ehr

k

Nhr
k+1

]
= 0. (4.14)
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Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (4.10), (4.11) και (4.13) παίρνουµε



Lk 0

Xk Ehr
k

Yk Nhr
k+1


 Me(k+1) = 0

και πολλαπλασιάζοντας από αριστερά µε [0, a>, b>], όπου a>, b> έχουν επι-
λεχθεί όπως στην (4.14), παίρνουµε

[a>, b>]

[
Xk

Yk

]
Mek = 0

Τώρα γνωρίζοντας ότι ο Lk είναι µια βάση του αριστερού πυρήνα του Mek,
θα υπάρχει ένα διάνυσµα γραµµή c> τέτοιο ώστε

[a>, b>]

[
Xk

Yk

]
= c>Lk.

Είναι εύκολο να ελέγξουµε ότι

[−c>, a>, b>]

[
P 0

0 Iak

][
L̄k+1

N̄k+1

]
= 0

κάτι που εναντιώνεται στην (4.12). Άρα ο Ẽk+1(s) είναι κανονικός κατά γραµ-
µές και ως τέτοιος έχει πλήρη τάξη γραµµών στον R (s). ΄Ετσι οι γραµµές του
Ẽk+1(s) σχηµατίζουν µια βάση του ρητού διανυσµατικού χώρου Fk+1. Επί-
σης ο Ẽk+1(s), σαν κανονικός κατά γραµµές πίνακας, δεν έχει µηδενικά στο
s = ∞ [Var91] (λήµµα 3.100, σελ.144).Αποµένει να δείξουµε ότι ο Ẽk+1(s) δεν

έχει πεπερασµένα µηδενικά. Θεωρούµε τον ρητό διανυσµατικό χώρο Fk+1

και την ελάχιστη πολυωνυµική βάση του που σχηµατίζεται από τις γραµµές

του Ek+1(s). Τα µi = degri Ek+1(s) είναι οι ελάχιστοι δείκτες του Fk+1 και

µε ordFk+1 συµ1ολίζουµε την (Forney invariant) ελάχιστη τάξη του Fk+1, που
στην περίπτωσή µας είναι

ordFk+1 =
∑

i:µi<k+1

µi.

Οι γραµµές του Ẽk+1(s) παράγουν επίσης τον ρητό διανυσµατικό χώρο Fk+1.

Είναι γνωστό ([Var91], σελ. 137) ότι αν µε Z{Ẽk+1(s)} συµ1ολίσουµε τον συ-
νολικό αριθµό των πεπερασµένων και άπειρων µηδενικών, µε δM

{
Ẽk+1(s)

}
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τονMcMillan βαθµό του Ẽk+1(s) και µε ordFk+1 την (Forney invariant [For75])
ελάχιστη τάξη του ρητού διανυσµατικού χώρου που παράγεται από τις γραµ-
µές του Ẽk+1(s) ισχύει

δM

{
Ẽk+1(s)

}
= Z{Ẽk+1(s)}+ ordFk+1.

΄Οµως ξέρουµε ότι ο Ẽk+1(s) είναι κανονικός κατά γραµµές και άρα οMcMil-
lan βαθµός του είναι ίσος µε το άθροισµα των αριστερών ελάχιστων δει-
κτών του, που από κατασκευής συµπίπτουν µε

∑
i:µi<k+1

µi = ordFk+1. Άρα

Z{Ẽk+1(s)} = 0 που µας εξασφαλίζει ότι ο Ẽk+1(s) δεν έχει πεπερασµένα µη-
δενικά. Άρα ο Ẽk+1(s) είναι κανονικός κατά γραµµές πολυωνυµικός πίνακας

και άρα µια ελάχιστη πολυωνυµική βάση του Fk+1.

Το προηγούµενο θεώρηµα µας επιτρέπει να υπολογίσουµε διαδοχικά µια

ελάχιστη πολυωνυµική βάση του kerL
R(s) F (s). Αρχίζοντας µε k = 0 µπορεί

να υπολογιστεί µια ελάχιστη πολυωνυµική βάση του F1, δηλαδή το µέρος της

ελάχιστης πολυωνυµικής βάσης του kerL
R(s) F (s) µε αριστερούς δείκτες µi = 0.

Χρησιµοποιώντας αυτό το µέρος της πολυωνυµικής βάσης και εφαρµόζοντας

πάλι την διαδικασία του θεωρήµατος 55 για k = 1, βρίσκουµε µια ελάχιστη

πολυωνυµική βάση του F2. Η διαδικασία µπορεί να επαναληφθεί µέχρι να

βρεθεί µια ελάχιστη πολυωνυµική βάση µε p γραµµές.
Για να πετύχουµε αριθµητικά ευσταθή αποτελέσµατα, µπορεί να χρησι-

µοποιηθεί η ανάλυση µε τις ιδιάζουσες τιµές (singular value decomposition ή
SVD) που δίνει ορθοκανονικές βάσεις των πυρήνων των σταθερών πινάκων
που εµπλέκονται. Επίσης οι γραµµές του N̄k+1 µπορούν να διαλεχτούν έτσι

ώστε όχι µόνο να είναι γραµµικά ανεξάρτητες µε αυτές του L̄k+1, αλλά και ορ-
θογώνιες µε αυτές. Αυτό είναι δυνατόν να γίνει υπολογίζοντας µια ορθοκανο-
νική βάση του αριστερού πυρήνα του [Me(k+1), L̄

>
k+1].Οι συντελεστές µιας ελά-

χιστης πολυωνυµικής βάσης που έχει βρεθεί µε αυτό τον τρόπο θα αποτελούν

ένα σύνολο ορθοκανονικών διανυσµάτων, δηλαδή. θα ισχύει Ek−1E
>
k−1 = Ip.

Πιο κάτω περιγράφεται η διαδικασία υπολογισµού ελάχιστης βάσης.

Αλγόριθµος 56 Υπολογισµός ελάχιστης πολυωνυµικής βάσης

1. Υπολογίζω µια ορθοκανονική βάση N̄1 του kerL Me1 και θέτωE1 = N̄1.
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2. Θέτω k = 2.

3. Χρησιµοποιώντας την (4.8), υπολογίζω το L̄k γιαEk−1(s) = Ek−1Sp+m,k.

4. Υπολογίζω µια ορθοκανονική βάση N̄k του kerL[Mek, L̄
>
k ] και θέτω

Ek =

[
Ek−1 | 0

N̄k

]
.

5. Θέτω k = k + 1.

6. Αν {#γραµµών του Ek−1} < p πηγαίνω στο βήµα 3.

7. Ηελάχιστη πολυωνυµική βάση δίνεται από τον πίνακαEk−1Sp+m,k−1 (s) .

Αξίζει να παρατηρηθεί ότι η παραπάνω διαδικασία µπορεί να εφαρµοστεί

ακόµα κι αν ο πίνακας F (s) δεν έχει πλήρη τάξη γραµµών στονR (s). Υποθέ-
τοντας ότι rankR(s)F (s) = r < m, µπορούµε εύκολα να τροποποιήσουµε το

βήµα 6 έτσι ώστε η αναδροµή να σταµατάει στην περίπτωση που {#γραµµών
του Ek−1} = p + m − r, µια και προφανώς p + m − r είναι η διάσταση του

αριστερού πυρήνα του F (s). Στην περίπτωση που το r δεν είναι εκ των προ-
τέρων γνωστό, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τον προτεινόµενο αλγόριθµο
συνεχίζοντας µέχρι το k να φτάσει την τιµήmq, που είναι γνωστό ότι είναι το

µέγιστο όριο για τον µεγαλύτερο αριστερό ελάχιστο δείκτη µ. Βέ1αια σε αυτή

την περίπτωση ο αλγόριθµος έχει µεγαλύτερο υπολογιστικό κόστος.
Οαλγόριθµος µπορεί να τροποποιηθεί εύκολα έτσι ώστε να υπολογίζει δε-

ξιές ελάχιστες πολυωνυµικές βάσεις, απλά παίρνοντας τον ανάστροφο του
αρχικού πολυωνυµικού πίνακα. Επίσης αξίζει να σηµειωθεί ότι στην παρα-
πάνω ανάλυση χρησιµοποιήθηκε η γενικευµένη απαλείφουσα του Wolovich

γιατί έχει γενικά λιγότερες στήλες από την αντίστοιχη Sylvester απαλείφουσα

(βλέπε (1.14)). Παρόλα αυτά εφόσον οι αριστεροί πυρήνες και των δύο ταυ-
τίζονται, ο αλγόριθµος θα µπορούσε να υλοποιηθεί µε οποιαδήποτε από τις
δύο απαλείφουσες.
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4.3 Αριθµητικές ιδιότητες του αλγορίθµου

Ο προτεινόµενος αλγόριθµος υπολογίζει διαδοχικά ορθοκανονικές βάσεις

των αριστερών πυρήνων των πινάκων [Mek, L̄
>
k ] για κάθε k = 1, 2, 3, .... Ο πιο

αξιόπιστος τρόπος για την εύρεση ορθοκανονικών βάσεων του πυρήνα ενός

σταθερού πίνακα είναι αναµφί1ολα η ανάλυση µε τις ιδιάζουσες τιµές (SVD)
(βλέπε [GVL96]). Με αυτό τον τρόπο η πολυπλοκότητα σε κάθε βήµα του
αλγορίθµου φράσσεται απόO(n3k3) (όπου για ευκολία χρησιµοποιήσαµε τον
συµ1ολισµό n := p+m για F (s) ∈ R[s](p+m)×m). Η εφαρµογή απλών υλοποι-
ήσεων της SVD (όπως τηνGolub-Reinsch SVD ή τηνR-SVD) σε κάθε βήµα, θα
είχε σαν επακόλουθο ένα αρκετά µεγάλο υπολογιστικό κόστος, µια και η SVD
που υπολογίστηκε στο βήµα k δεν λαµ1άνεται υπ�όψιν στην επόµενη επανά-
ληψη. Παρόλα αυτά, ένας ταχύτατος και backward stable αλγόριθµος για την
ενηµέρωση της SVD µορφής όταν γραµµές ή στήλες προστίθενται στον αρχικό

πίνακα εµφανίστηκε στην βι1λιογραφία τελευταία στην [GE94]. Το κόστος
κάθε ενηµέρωσης εξαρτάται από τις διαστάσεις του πίνακα στο τετράγωνο.
Χρησιµοποιώντας αυτή την υλοποίηση SVD, το κόστος του αλγορίθµου µας
περιορίζεται σε O(n3k3) µέχρι το k βήµα. Λαµ1άνοντας υπ�όψιν µας ότι οι
επαναλήψεις συνεχίζονται µέχρι k = µ + 1 και µ είναι ο µέγιστος από τους

ελάχιστους αριστερούς δείκτες του F (s), συµπεραίνουµε ότι το συνολικό κό-
στος του προτεινόµενου αλγόριθµου φράσσεται από το O(µ3n3).
Συγκρίνοντας την πολυπλοκότητα του αλγορίθµου του [BV87] που είναι

της τάξης του O(q3n3), µε q το µέγιστο βαθµό του s που εµφανίζεται στον

F (s), µπορούµε να συµπεράνουµε ότι ο αλγόριθµός µας είναι πιο αποτελε-
σµατικός στην περίπτωση που µ < q. Βέ1αια το µέγιστο του µ είναι mq και

έτσι η πολυπλοκότητα του αλγορίθµου µπορεί να φτάσει την τάξηO(m3q3n3).

Αυτό όµως συµ1αίνει µόνο σε ακραίες περιπτώσεις όπου ο F (s) έχει µόνο

ένα αριστερό ελάχιστο δείκτη τάξης µεγαλύτερης του µηδενός και ταυτό-
χρονα καθόλου πεπερασµένους ή άπειρους διαιρέτες (βλέπε το παράδειγµα
59). Στην γενική περίπτωση που οF (s) έχει πεπερασµένους στοιχειώδεις διαι-
ρέτες (µηδενικά) και/ή δεν είναι κανονικός κατά στήλες ή ακόµα καλύτερα αν
p ≈ m, αναµένετε ότι µ ≤ q.Ηαποδοτικότητα του αλγορίθµου µπορεί να βελ-
τιωθεί χρησιµοποιώντας τεχνικές "αραιών" πινάκων στις περιπτώσεις που οι
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διαστάσεις των απαλειφουσών µεγαλώσουν αρκετά.
Ο αλγόριθµος είναι αριθµητικά ευσταθής µια και κάθε βήµα του εξαρτά-

ται από την ευστάθεια των SVD υπολογισµών. Η διαδικασία του υπολογι-
σµού µιας ορθοκανονικής βάσης του αριστερού πυρήνα τουQk := [Mek, L̄

>
k ],

περιλαµ1άνει τον υπολογισµό της ανάλυσης µε τις ιδιάζουσες τιµές Qk =

U>
k ΣkVk, όπου οι πίνακες Uk, Vk είναι ορθογώνιοι και Σk = diag{σi(Qk), 0},
µε σi(Qk) να συµ1ολίζει τις ιδιάζουσες τιµές (singular values) του Qk. Στη συ-
νέχεια η τάξη του πίνακα Qk θα προσδιορίζεται διαλέγοντας rk τέτοιο ώστε

σrk
(Qk) ≥ δk > σrk+1(Qk), όπου δk = ‖Qk‖∞ u και u > 0 ένας µικρός

αριθµός τέτοιος ώστε το δk να είναι συνεπές µε την ακρί1εια του υπολογιστή

([GVL96]). Η βάση του αριστερού πυρήνα του Qk δίνεται τότε από τις γραµ-
µές του Uk που αντιστοιχούν στις ιδιάζουσες τιµές που είναι µικρότερες από

το δk. Εύκολα φαίνεται ότι αν N̄k (χρησιµοποιώντας τον συµ1ολισµό στο τέ-
ταρτο βήµα του αλγόριθµου) είναι µια τέτοια βάση, τότε

∥∥N̄kMek

∥∥
2

< δk. Το

γινόµενο N̄kMek δίνει τους συντελεστές του γινοµένου των νέων γραµµών της

ελάχιστης πολυωνυµικής βάσης µε το F (s) και άρα είναι σηµαντικό να κρα-
τήσουµε το µέτρο

∥∥N̄kMek

∥∥
2
µικρό σε σχέση µε τονMek. Επίσης φαίνεται ότι

‖Mek‖∞ = ‖Me1‖∞ και επιπλέον εξαιτίας της ειδικής δοµής του L̄k ισχύει∥∥L̄>k
∥∥
∞ ≤ 2p. Για να αποφεύγονται προ1ληµατικές περιπτώσεις όπως πα-

ραδείγµατος χάρη αν ‖Mek‖∞ ¿ ‖Qk‖∞ κάτι που αν ίσχυε θα µπορούσε να
οδηγήσει σε λανθασµένο υπολογισµό του rk, είναι αναγκαίο να πειραχθεί ο

Mek µε σκοπό να "ισορροπήσει" τα στοιχεία του Qk. Πειραµατικά αποτελέ-
σµατα δείχνουν ότι µια καλή πρακτική είναι να κανονικοποιείται ο πίνακας

F (s) χρησιµοποιώντας το ‖Me1‖∞ , δηλαδή θέτοντας F (s) = F (s)/ ‖Me1‖∞ .

Σε αυτή την περίπτωση ένας γρήγορος υπολογισµός δίνει

∥∥N̄kMek

∥∥
2

< u ‖Me1‖∞ (2p + 1)

δηλαδή οι συντελεστές του γινοµένουE(s)F (s) θα είναι τάξης µεγέθους περί-
που u φορές της τάξης µεγέθους των συντελεστών του F (s), που είναι κοντά
στο µηδέν συγκρινόµενο µε αυτή του F (s).
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4.4 Παραδείγµατα

Σταπαρακάτωπαραδείγµατα οι υπολογισµοί έγιναν σεΗ/Υ τύπου PC, µε σχε-
τική ακρί1εια EPS = 2−52 ' 2.22045 ∗ 10−16.

Παράδειγµα 57 ΄Εστω το παράδειγµα 5.2 στην [BV87]. ΄Εστω µία συνάρτηση
µεταφοράς P (s) = D−1

L (s)NL(s), όπου

DL(s) = (s + 2)2(s + 3)

[
1 0

0 1

]
, NL(s) =

[
3s + 8 2s2 + 6s + 2

s2 + 6s + 2 2s2 + 7s + 8

]
.

Φτιάχνουµε τον πίνακα F (s) = [DL(s),−NL(s)]> και υπολογίζουµε µια ελά-
χιστη βάση του αριστερού πυρήνα του F (s). Παρατηρούµε ότι ‖Me1‖∞ = 36

και γι� αυτό κανονικοποιούµε τον πίνακαF (s)θέτονταςF (s) = F (s)/ ‖Me1‖∞ .

Τα αποτελέσµατα που ακολουθούν παρουσιάζονται στρογγυλοποιηµένα σε

τρία ή τέσσερα δεκαδικά ψηφία λόγω έλλειψης χώρου. ΄Ολοι οι υπολογισµοί
έγιναν στην σχετική ακρί1εια που αναφέρθηκε πιο πάνω. Ο κανονικοποιηµέ-
νος F (s) είναι

F (s) =




0.028s3 + 0.194s2 + 0.444s + 0.333 0.

0. 0.028s3 + 0.194s2 + 0.444s + 0.333

−0.0833s− 0.222 −0.028s2 − 0.167s− 0.056

−0.056s2 − 0.167s− 0.056 −0.083s2 − 0.194s− 0.222




Για k = 1 υπολογίζουµε την

Me1 =




0.333 0.444 0.194 0.028 0. 0 0 0

0. 0 0 0 0.333 0.444 0.194 0.028

−0.222 −0.083 0 0 −0.056 −0.167 −0.028 0

−0.056 −0.167 −0.056 0 −0.222 −0.194 −0.083 0




και τον αριστερό της πυρήνα, ο οποίος είναι κενός. Άρα E1 = ∅. Για k = 2
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υπολογίζουµε

Me2 =




0.333 0.444 0.194 0.028 0

0. 0 0 0 0

−0.222 −0.083 0 0 0

−0.056 −0.167 −0.056 0 0

0 0.333 0.444 0.194 0.028

0 0. 0 0 0

0 −0.222 −0.083 0 0

0 −0.056 −0.167 −0.056 0

0. 0 0 0 0

0.333 0.444 0.194 0.028 0

−0.056 −0.167 −0.0278 0 0

−0.222 −0.194 −0.083 0 0

0 0. 0 0 0

0 0.333 0.444 0.194 0.028

0 −0.056 −0.167 −0.028 0

0 −0.222 −0.194 −0.083 0




.

Μια και E1 = ∅, L̄2 = ∅ πρέπει να υπολογίσουµε τον αριστερό πυρήνα του
Me2 ο οποίος παράγεται από τον

N̄2 =
[
−0.343 −0.514 −0.343 −0.686 4.227 10−16

−2.516 10−16 −7.473 10−16 −0.171
]
.

Θέτουµε E2 = N̄2 και συνεχίζουµε για k = 3 και υπολογίζοντας τους πίνακες
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Me3 και L̄3.

Me3 =




0.33 0.44 0.19 0.03 0 0

0. 0 0 0 0 0

−0.22 −0.08 0 0 0 0

−0.06 −0.17 −0.06 0 0 0

0 0.33 0.44 0.19 0.03 0

0 0. 0 0 0 0

0 −0.22 −0.08 0 0 0

0 −0.06 −0.17 −0.06 0 0

0 0 0.33 0.44 0.19 0.03

0 0 0. 0 0 0

0 0 −0.22 −0.08 0 0

0 0 −0.06 −0.17 −0.06 0

0. 0 0 0 0 0

0.33 0.44 0.19 0.03 0 0

−0.06 −0.17 −0.03 0 0 0

−0.22 −0.19 −0.08 0 0 0

0 0. 0 0 0 0

0 0.33 0.44 0.19 0.03 0

0 −0.06 −0.17 −0.03 0 0

0 −0.22 −0.19 −0.08 0 0

0 0 0. 0 0 0

0 0 0.33 0.44 0.19 0.03

0 0 −0.06 −0.17 −0.03 0

0 0 −0.22 −0.19 −0.08 0




L̄3 =

[
−0.343 −0.514 −0.343 −0.686 4.227 10−16 −2.516 10−16

0 0 0 0 −0.343 −0.514

−7.473 10−16 −0.171 0 0 0 0

−0.343 −0.686 4.227 10−16 −2.516 10−16 −7.473 10−16 −0.171

]
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΄Επειτα υπολογίζουµε τον αριστερό πυρήνα του [Me3, L̄
>
3 ] που είναι

N̄3 =
[

0.312 −0.092 0.535 −0.272 −0.076 0.110

0.595 −0.332 −6.461 10−17 1.717 10−16 0.224 −0.038
]

και θέτουµε

E3 =

[
−0.343 −0.514 −0.343 −0.686 4.227 10−16 −2.516 10−16

0.312 −0.092 0.535 −0.272 −0.076 0.110

−7.473 10−16 −0.171 0 0 0 0

0.595 −0.332 −6.461 10−17 1.717 10−16 0.224 −0.038

]
.

΄Εχουµε p = 2 γραµµές στον E3 και άρα σταµατάµε την αναδροµή. Η ανε-
στραµµένη ελάχιστη πολυωνυµική βάση είναι E(s) = E3S4,3 (s) , µε E(s) =[
NR(s) DR(s)

]
. Άρα

E>(s) =




8.902× 10−17s− 0.3429 −2.468× 10−16s2 − 0.07616s + 0.3117

2.324× 10−16s− 0.5144 −3.185× 10−16s2 + 0.1095s− 0.0918

−7.154× 10−18s− 0.3429 0.2237s2 + 0.595s + 0.535487

−0.1714s− 0.6859 −0.03808s2 − 0.3321s− 0.271669




και ο αριθµητής και παρονοµαστής της δεξιάς παραγοντοποίησης είναι αντίστοιχα

NR(s) =

[
8.902× 10−17s− 0.342 9 2.324× 10−16s− 0.514 4

−0.076 16s− 2.468× 10−16s2 + 0.311 7 0.109 5s− 3.185× 10−16s2 − 0.091 8

]

και

DR(s) =

[
−7.154× 10−18s− 0.342 9 −0.171 4s− 0.685 9

0.595 s + 0.223 7s2 + 0.535 49 −0.332 1s− 0.038 08s2 − 0.271 67

]
.

΄Ετσι P (s) = NR(s)D−1
R (s). Σηµειώστε ότι µ = 2, που είναι µικρότερο από

τον βαθµό του F (s), q = 3.

Παράδειγµα 58 ΄Εστω τώρα το παράδειγµα 5.1 στην [BV87] µε συνάρτηση
µεταφοράς P (s) = NR(s)D−1

R (s), όπου

NR(s) =




s2 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 s 0

0 0 0 s




, DR(s) =




1− s 0 0 0

0 1− s 0 0

0 −s 1− s 0

0 0 0 1− s
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Κατασκευάζουµε τον πίνακαF (s) = [N>
R (s),−D>

R(s)]>.Ηελάχιστη βάση του

αριστερού πυρήνα του F (s) δίνεται από τον αλγόριθµό µας από τον πίνακα

E(s) =




0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 −1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 a(s− 1) 0 0 0 −as

a(s− 1) 0 0 0 0 −as2 0 0 0

0 0 0 −bs2 + cs− b 0 0 −bs2 b(s2 − s) 0




όπου a ' 0.57735, b ' 0.333333 και c ' 0.666667. Η αριστερή πρώτη κλα-
σµατική µορφή του P (s) = NL(s)D−1

L (s) µπορεί να βρεθεί µε κατάλληλη κα-
τάτµηση του πίνακα E(s) δηλαδή

DL =




0 1 0 0 0

0 0 −1 0 0

0 0 0 0 a(s− 1)

a(s− 1) 0 0 0 0

0 0 0 −bs2 + cs− b 0




και

NL =




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −as

−as2 0 0 0

0 −bs2 b(s2 − s) 0




Προσέξτε ότι µ = 2 που είναι ίσο µε q = 2.

Παράδειγµα 59 ΄Εστω ο πίνακας

F (s) =




−1 0 · · · 0

sq −1
. . . ...

0 sq . . . 0
... . . . . . . −1

0 · · · 0 sq



∈ R[s](m+1)×m
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Η ελάχιστη πολυωνυµική βάση για τον αριστερό πυρήνα του F (s) όπως υπο-
λογίζεται από τον αλγόριθµο είναι

E(s) = a[sqm, sq(m−1), ..., sq, 1] ∈ R[s]1×(m+1)

όπου a = 1√
m+1

. Προφανώς µ = qm, που είναι η χειρότερη περίπτωση ως
προς την απόδοση του αλγορίθµου. Είναι εµφανής η απουσία πεπερασµένων
και άπειρων στοιχειωδών διαιρετών στονF (s) όπως και ότι dim kerL

R(s) F (s) =

1, κάτι που σηµαίνει ότι το qm "καταναλώνεται" µόνο σε ένα αριστερό ελάχι-
στο διαιρέτη.

4.5 Συµπεράσµατα

Σε αυτό το κεφάλαιο προτάθηκε ένας αλγόριθµος βασισµένος στις απαλεί-
φουσες για τον υπολογισµό ελάχιστων πολυωνυµικών βάσεων ενός πολυωνυ-
µικού πίνακα. Ο αλγόριθµος χρησιµοποιεί την δοµή του αριστερού πυρήνα
διαδοχικών γενικευµένων απαλειφουσών του Wolovich ή του Sylvester ενός

πολυωνυµικού πίνακα για την εύρεση των πινάκων συντελεστών της ελάχι-
στης πολυωνυµικής βάσης του αριστερού πυρήνα του πολυωνυµικού πίνακα.
Ο υπολογισµός γίνεται µόνο µε ορθογώνιες αναλύσεις και οι συντελεστές της

ελάχιστης βάσης έχουν το πλεονέκτηµα να είναι ορθοκανονικοί. Ο αλγό-
ριθµος είναι αριθµητικά ευσταθής και βασίζεται σε γνωστές τεχνικές όπως

η SVD. Η διαδικασία που περιγράφτηκε χρειάζεται περίπου O(n3µ3) πρά-
ξεις κινητής υποδιαστολής µέγεθος συγκρίσιµο µε άλλες µεθόδους ([BV87],
[M.P97]) µια και στις περισσότερες περιπτώσεις η τάξη του µεγαλύτερου ελά-
χιστου αριστερού δείκτη µ είναι κοντά στο βαθµό q του αρχικού πολυωνυµι-
κού πίνακα.
Περαιτέρω έρευνα µπορεί να γίνει σε πιο συγκεκριµένα προ1λήµατα όπως

στον υπολογισµό row / column reduced πολυωνυµικών πινάκων χρησιµοποιώ-
ντας µεθόδους παρόµοιες µε την [BvdHP88] (ή τον βελτιωµένο αλγόριθµο της
[NP93]), ή στον υπολογισµό της τάξης, των ελάχιστων δεικτών ή και του µέ-
γιστου κοινού διαιρέτη πολυωνυµικών πινάκων.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5

Στοιχειώδης ισοδυναµία

5.1 Εισαγωγή

Ηµελέτη των ισοδυναµιών µεταξύ πολυωνυµικών πινάκων, απασχόλησε πολ-
λούς συγγραφείς. Ο πρωταρχικός στόχος των µελετών αυτών ήταν η εύρεση
ισοδυναµιών που να διατηρούν την δοµή των πεπερασµένων στοιχειωδών

διαιρετών. Η αυστηρή ισοδυναµία (ορισµός 17) παρουσιάστηκε αρχικά από
τον Gantmacher [Gan59], όπου αποδείχθηκε ότι έχει την ιδιότητα να διατηρεί
τους πεπερασµένους στοιχειώδεις διαιρέτες πρωτο1άθµιων πινάκων. Η αυ-
στηρή ισοδυναµία γενικεύτηκε στην πολυωνυµική περίπτωση από τον Rosen-
brock [Ros70]. Παρόλα αυτά και οι δύο αυτές ισοδυναµίες συνδέουν πίνακες
ίδιων διαστάσεων και βαθµών. Οι Pugh και Shelton στην [PS78] παρουσίασαν
την γενικευµένη αντιστρέψιµη ισοδυναµία (extended unimodular equivalence)
η οποία είναι µια ισοδυναµία µεταξύ πινάκων µε πιθανώς διαφορετικές δια-
στάσεις, διατηρώντας όµως µόνο την πεπερασµένη δοµή των εµπλεκόµενων
πινάκων.
Οι άπειροι στοιχειώδεις διαιρέτες ορίστηκαν αρχικά από τον Gantma-

cher στην [Gan59] όπου αποδείχθηκε ότι παραµένουν αναλλοίωτοι κάτω από
τον µετασχηµατισµό της αυστηρής ισοδυναµίας. Επίσης αξίζει να σηµειω-
θεί ότι στους πρωτο1άθµιους πολυωνυµικούς πίνακες οι έννοιες της διατή-
ρησης της δοµής των απείρων µηδενικών και αυτής των στοιχειωδών διαι-
ρετών στο άπειρο συµπίπτουν µια και οι τάξεις των στοιχειωδών διαιρετών
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στο άπειρο συνδέονται άµεσα µε αυτές των µηδενικών στο άπειρο (βλέπε θε-
ώρηµα 24). Η τέλεια ισοδυναµία (complete equivalence) η οποία προτάθηκε
από τους Pugh, Hayton και Fretwell [PHF87] για πρωτο1άθµιους πίνακες δια-
φορετικών διαστάσεων, διατηρεί ταυτόχρονα την πεπερασµένη και άπειρη
δοµή των στοιχειωδών διαιρετών. Η [HPF88] γενίκευσε τον ορισµό των απεί-
ρων στοιχειωδών διαιρετών στην γενική πολυωνυµική περίπτωση και έδειξε

ότι η δοµή αυτή χαρακτηρίζει πλήρως την δοµή πόλων και µηδενικών στο

άπειρο ενός πολυωνυµικού πίνακα και όχι απλά τα µηδενικά στο άπειρο.
΄Ετσι ενώ η πλήρης ισοδυναµία (full equivalence) που παρουσιάστηκε αργό-
τερα [HWP90], διατηρεί την άπειρη µηδενική δοµή του πίνακα, δεν αφήνει
αναλλοίωτη την δοµή των απείρων στοιχειωδών διαιρετών. Η αυστηρή ισο-
δυναµία πρωτο1άθµιων πολυωνυµικών πινάκων γενικεύτηκε κατά ένα τρόπο

στην περίπτωση των κανονικών πολυωνυµικών πινάκων στην [VA03] όπου
δείχθηκε ότι διατηρεί την πεπερασµένη και άπειρη δοµή στοιχειωδών διαι-
ρετών. ΄Οµως η αυστηρή ισοδυναµία κατά [VA03] χαρακτηρίζει τους ισοδύ-
ναµους κανονικούς πολυωνυµικούς πίνακες µέσω µιας πρωτο1άθµιας ανα-
παράστασής τους, χωρίς να προτείνει µια άµεση αλγε1ρική σχέση µεταξύ
των πολυωνυµικών πινάκων. ΄Ενα αντίστοιχο αποτέλεσµα δηµοσιεύτηκε από
τουςKarampetakis καιVologiannidis [KV02b], [KV03b] για γενικούς µη τετρά-
γωνους πίνακες. Στις παραπάνω εργασίες, οι πολυωνυµικοί πίνακες µιας µε-
τα1λητής µετατράπηκαν σε πίνακες µε στοιχεία οµογενή πολυώνυµα δύο µε-
τα1λητών και έπειτα χρησιµοποιήθηκαν γνωστές ισοδυναµίες µεταξύ πολυω-
νυµικών πινάκων δύο µετα1λητών.
Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζουµε µια ισοδυναµία µεταξύ κανονικών

πολυωνυµικών πινάκων µε πιθανώς διαφορετικές διαστάσεις και βαθµούς,
που αφήνει αναλλοίωτη την άπειρη και πεπερασµένη δοµή στοιχειωδών διαι-
ρετών γενικεύοντας πλήρως την έννοια της αυστηρής ισοδυναµίας των πρω-
το1άθµιων πινάκων. Τα αποτελέσµατα του κεφαλαίου αυτού δηµοσιεύτηκαν
στις [KVV01] και [KVV04].
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5.2 Μια νέα ισοδυναµία κανονικών πολυωνυµι-
κών πινάκων

Εξετάζοντας το θεώρηµα 15, µια αναγκαία συνθήκη έτσι ώστε δύο πολυω-
νυµικοί πίνακες A1(s) ∈ R[σ]r1×r1 , A2(s) ∈ R[σ]r2×r2 µε βαθµούς q1, q2 αντί-
στοιχα να έχουν ίδιους πεπερασµένους και άπειρους στοιχειώδεις διαιρέτες,
είναι σύµφωνα µε το θεώρηµα 15, να ισχύει r1q1 = r2q2. ΄Ετσι ορίζουµε σαν
Rc[s] το παρακάτω σύνολο πολυωνυµικών πινάκων

Rc[s] :=
{
A(s) = Aqs

q + . . . + A0 ∈ R[s]r×r µε c = rq, r ≥ 2
}

(5.1)

Για να γίνει κατανοητός ο παραπάνω ορισµός δίνεται το επόµενο παρά-
δειγµα.

Παράδειγµα 60

A1(s) =

[
1 s2

0 s + 1

]
∈ R4[s] ; A2(s) =

[
1 s3

0 s + 1

]
∈ R6[s]

A3(s) =




s 0 −1 0

0 s 0 −1

1 0 0 s

0 1 0 1



∈ R4[s]

Πριν συνεχίσουµε µε τα βασικά αποτελέσµατα αυτού του κεφαλαίου, θα
δώσουµε ένα παράδειγµα καταδεικνύοντας τις αδυναµία της γενικευµένης

αντιστρέψιµης ισοδυναµίας να διατηρήσει τους άπειρους στοιχειώδεις διαι-
ρέτες.

Παράδειγµα 61 ΄Εστω οι πολυωνυµικοί πίνακες

A1(s) =

[
1 s2

0 s + 1

]
∈ R4[s] ; A2(s) =

[
1 s3

0 s + 1

]
∈ R6[s]

και η σχέση γενικευµένης αντιστρέψιµης ισοδυναµίας (ορισµός 16)που τους
συνδέει [

1 0

0 1

]

︸ ︷︷ ︸
M(s)

[
1 s2

0 s + 1

]

︸ ︷︷ ︸
A1(s)

=

[
1 s3

0 s + 1

]

︸ ︷︷ ︸
A2(s)

[
1 s2 − s3

0 1

]

︸ ︷︷ ︸
N(s)
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όπου r = 0, m = 2, l = 2. Οι Smith µορφές τωνA1(s), A2(s) είναι SCA2(s)(s) =

SCA1(s)(s) = diag {1, s + 1}, άρα και οι δύο πίνακες έχουν τους ίδιους πεπερα-
σµένους στοιχειώδεις διαιρέτες. Η Smith µορφή στο µηδέν των δυικών των

A1(s), A2(s) είναι S0
Ã1(s)

(s) = diag
[

1 s3
]
και S0

Ã2(s)
(s) = diag

[
1 s5

]

αντίστοιχα. Παρατηρούµε ότι έχουν διαφορετικούς στοιχειώδεις διαιρέτες
στο∞, τάξης 3 και 5 αντίστοιχα.

Το παραπάνω αποτέλεσµα µας κάνει να υποψιαζόµαστε ότι για διατηρη-
θεί και η δοµή στο άπειρο, χρειάζονται επιπλέον περιορισµοί στους block πί-

νακες
[

M(s) A2(s)
]
και

[
A1(s)

−N(s)

]
.

Ορισµός 62 Οι πίνακες A1(s), A2(s) ∈ Rc[s] θα λέγονται στοιχειωδώς

ισοδύναµοι (divisor equivalent ή d.e.) αν υπάρχουν πολυωνυµικοί πίνακες
M(s), N(s) καταλλήλων διαστάσεων, τέτοιοι ώστε να ισχύει η σχέση

[
M(s) A2(s)

] [
A1(s)

−N(s)

]
= 0 (5.2)

και οι block πίνακες
[

M(s) A2(s)
] [

A1(s)

−N(s)

]
να ικανοποιούν ταυτό-

χρονα τις παρακάτω προ¶ποθέσεις:
1) Να έχουν πλήρη τάξη πάνω στον R(s) και όχι πεπερασµένους στοιχειώδεις

διαιρέτες

2) Να µην έχουν στοιχειώδεις διαιρέτες στο άπειρο.

Η δεύτερη συνθήκη είναι ισοδύναµη µε το να έχει ο µεγιστο1άθµιος συ-
ντελεστής πίνακας των αντίστοιχων block πινάκων πλήρη τάξη στοR [Var91].
Οι δύο συνθήκες µαζί είναι ισοδύναµες µε το να είναι ο

[
M(s) A2(s)

]
αρι-

στερή ελάχιστη βάση [Var91] του

[
A1(s)

−N(s)

]
και ο

[
A1(s)

−N(s)

]
µια δεξιά ελά-

χιστη βάση του
[

M(s) A2(s)
]
.Ο στόχος µας από δω και πέρα είναι να δεί-

ξουµε ότι η στοιχειώδης ισοδυναµία είναι όντως µια σχέση ισοδυναµίας και

µάλιστα διατηρεί αναλλοίωτη την πεπερασµένη και άπειρη δοµή των στοι-
χειωδών διαιρετών των πινάκων. Μας χρειάζονται τα παρακάτω λήµµατα.
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Λήµµα 63 ΄Εστω οι πίνακες A1(s) ∈ R[s]m×m, A2(s) ∈ R[s]m+r×m+r και

A3(s) ∈ R[s]m+r×m+r. Αν οι A1(s), A2(s) είναι d.e. και οι A2(s), A3(s) είναι

αυστηρώς ισοδύναµοι (ορισµός 17), τότε οι A1(s), A3(s) είναι d.e.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι οι πίνακες A1(s), A2(s) συνδέονται µε την επόµενη

σχέση στοιχειώδους ισοδυναµίας:

M1(s)A1(s) = A2(s)N1(s) (5.3)

ενώ οι A2(s), A3(s) µε την παρακάτω σχέση αυστηρής ισοδυναµίας:

M2A2(s) = A3(s)N2 (5.4)

όπου οιM2, N2 είναι σταθεροί αντιστρέψιµοι πίνακες. Πολλαπλασιάζοντας
από δεξιά την (5.3) µεM2 και χρησιµοποιώντας την σχέση (5.4) παίρνουµε τον
ακόλουθο µετασχηµατισµό πινάκων:

[M2M1(s)] A1(s) = A3(s) [N2N1(s)] ⇐⇒
[

M2M1(s) A3(s)
] [

A1(s)

−N2N1(s)

]
= 0. (5.5)

Θα δείξουµε ότι οι block πίνακες της (5.5) ικανοποιούν τις συνθήκες της στοι-
χειώδους ισοδυναµίας. Παρατηρούµε ότι ισχύουν οι σχέσεις

[
I 0

0 N2

][
A1(s)

−N1(s)

]
=

[
A1(s)

−N2N1(s)

]
I

και

M2

[
M1(s) A2(s)

]
=

[
M2M1(s) A3(s)

] [
I 0

0 N2

]

οι οποίες είναι προφανώς σχέσεις αυστηρής ισοδυναµίας και άρα οι block πί-
νακες [

M2M1(s) A3(s)
]

;

[
A1(s)

−N2N1(s)

]
(5.6)

έχουν κοινή δοµή πεπερασµένων και άπειρων στοιχειωδών διαιρετών µε τους

[
M1(s) A2(s)

]
;

[
A1(s)

−N1(s)

]
(5.7)
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αντίστοιχα. Η (5.3) είναι µετασχηµατισµός στοιχειώδους ισοδυναµίας και έτσι
οι (5.7) και οι (5.6) δεν έχουν ούτε πεπερασµένους ούτε άπειρους στοιχειώδεις
διαιρέτες. Άρα η (5.5) είναι µια σχέση στοιχειώδους ισοδυναµίας και οι A1(s)

και A3(s).είναι στοιχειωδώς ισοδύναµοι.
΄Εστω ένας πολυωνυµικός πίνακας A(s). Τότε µπορούµε να φτιάξουµε

ένα πρωτο1άθµιο πίνακα sE −A όπως στην (5.8) ([GLR82], σελ 186) που να
έχει τους ίδιους πεπερασµένους [GLR82] και άπειρους [Pra91], [VA01] στοι-
χειώδεις διαιρέτες µε τον A(s). Στο επόµενο λήµµα αποδεικνύεται ότι ο προ-
τεινόµενος πρωτο1άθµιος πίνακας sE−A είναι στην πραγµατικότητα d.e. µε
τον A(s).

Λήµµα 64 Αν c = rq, r ≥ 2 ο πολυωνυµικός πίνακας A(s) ∈ Rc[s] όπως

ορίστηκε στην (5.1) και ο πρωτο1άθµιος πολυωνυµικός πίνακας

sE − A :=




sIr −Ir · · · 0 0

0 sIr · · · 0 0
...

... . . . ...
...

0 0 · · · sIr −Ir

A0 A1 · · · Aq−2 sAq + Aq−1



∈ Rc[s] (5.8)

είναι d.e.

Απόδειξη. ΄Εστω s0 ∈ R τέτοιο ώστε det[A(s0)] 6= 0, καιΛ0 := diag [s0, s0, ..., s0] ∈
Rr×r τέτοιο ώστε τα sIr − Λ0,και A(s) να είναι πρώτα µεταξύ τους. Ισχύει η
παρακάτω σχέση

[
0(q−1)r,r

sIr − Λ0

]

︸ ︷︷ ︸
M(s)

A(s) =




sIr −Ir · · · 0 0

0 sIr · · · 0 0
...

... . . . ...
...

0 0 · · · sIr −Ir

A0 A1 · · · Aq−2 sAq + Aq−1




︸ ︷︷ ︸
sE−A




Ir

sIr

...
sq−1Ir




(sIr − Λ0)

︸ ︷︷ ︸
N(s)

.

(5.9)
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΄Εστω ο block πίνακας

[
M (s) sE − A

]
=




0

0
...
0

(sIr − Λ0)

sIr −Ir · · · 0 0

0 sIr · · · 0 0
...

... . . . ...
...

0 0 · · · sIr −Ir

A0 A1 · · · Aq−2 sAq + Aq−1




.

Παρατηρώ ότι δύο rq τάξης ελάσσονες ορίζουσες του
[

M (s) sE − A
]

det[sE − A] = det[A(s)]

και

det[L(s)] = det[(sIr − Λ0)]

όπου

L(s) :=




0

0
...
0

(sIr − Λ0)

−Ir · · · 0 0

sIr · · · 0 0
... . . . ...

...
0 · · · sIr −Ir

A1 · · · Aq−2 sAq + Aq−1




,

είναι πρώτες µεταξύ τους γιατί οι πίνακες A(s) και sIr − Λ0 είναι πρώτοι.
Ο µεγιστο1άθµιος συντελεστής του

[
M (s) sE − A

]
έχει βαθµίδα

rankR




0

0
...
0

Ir

Ir 0 0 · · · 0 0

0 Ir 0 · · · 0 0
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 · · · Ir 0

0 0 0 · · · 0 Aq




= rq

και άρα ο πίνακας
[

M (s) sE − A
]
δεν έχει στοιχειώδεις διαιρέτες στο

άπειρο. Ας θεωρήσουµε τώρα τον δεύτερο block πίνακα της σχέσης (5.9), δη-
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λαδή τον

[
A(s)

−N(s)

]
=




A(s)

(sIr − Λ0)

(sIr − Λ0) s
...

(sIr − Λ0) sq−1




∆ύο ελάσσονες µέγιστης τάξης είναι οι

Q1(s) = A(s) και Q2(s) = sIr − Λ0

µε ορίζουσες

det [Q1(s)] = det [A(s)] και det [Q2(s)] = det [sIr − Λ0]

Ο Λ0 είχε διαλεχθεί µε τέτοιο τρόπο ώστε ταA(s) και sIr−Λ0 να είναι πρώτα,
άρα ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των det [Q1(s)] και det [Q2(s)] είναι το 1. Άρα

ο πίνακας

[
A(s)

−N(s)

]
δεν έχει πεπερασµένους στοιχειώδεις διαιρέτες. Ο µε-

γιστο1άθµιος συντελεστής του

[
A(s)

−N(s)

]
είναι ο

[
Aᵀ

q 0 · · · Ir

]ᵀ
που

έχει πλήρη τάξη στηλών και άρα ο

[
A(s)

−N(s)

]
δεν έχει άπειρους στοιχειώδεις

διαιρέτες. ΄Ετσι µέχρι στιγµής αποδείχθηκε ότι οι εµπλεκόµενοι στην σχέση

(5.9) πίνακες
[

M(s) sE − A
]
και

[
A(s)

−N(s)

]
, ικανοποιούν τις συνθήκες

της d.e. και άρα οι πίνακες A(s) και sE − A είναι d.e.
Αντίστοιχα µπορούµε να δείξουµε ότι η παρακάτω σχέση µεταξύ του sE −A
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και του A(s) είναι και αυτή µια d.e. σχέση:



− (sIr − Λ0) sq−2E0(s)

− (sIr − Λ0) sq−3E1(s)
...

− (sIr − Λ0) Eq−2(s)

(sIr − Λ0) sq−1




ᵀ

︸ ︷︷ ︸
M(s)




sIr −Ir 0 · · · 0 0

0 sIr −Ir · · · 0 0
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 · · · sIr −Ir

A0 A1 A2 · · · Aq−2 sAq + Aq−1




︸ ︷︷ ︸
sE−A

=

= A(s)
[

0r,(q−1)r (sIr − Λ0)
]

︸ ︷︷ ︸
N(s)

(5.10)
όπου Ei(s) = Ei−1(s)+Ais, i = 0, 1, ..., q− 2 µε τα E0 = A0 και Λ0 όπως έχει

οριστεί στην αρχή της απόδειξης.
Οι συνθήκες της d.e. εξαναγκάζουν τους πίνακες µετασχηµατισµού να

υπακούουν σε κάποιους περιορισµούς όσον αφορά τους βαθµούς τους. Αυτό
φαίνεται στο επόµενο λήµµα.

Λήµµα 65 α) ΄Εστω A1(s), A2(s) ∈ Rc[s] διαστάσεων m ×m και (m + r) ×
(m + r) αντίστοιχα όπου r 6= 0 δύο d.e. πίνακες. Τότε οι δύο συνθήκες της
d.e. συνεπάγονται ότι deg M(s) ≤ deg A2(s) και deg N(s) ≤ deg A1(s).
β) ΄ΕστωA1(s), A2(s)∈ Rc[s]πίνακες ίδιων διαστάσεων r×r και ίδιου βαθµού

d. Αν οι A1(s) και A2(s) είναι d.e. τότε deg M(s) = deg N(s).

Απόδειξη.
α) Στη συνέχεια µε Ah θα συµ1ολίζουµε τον µεγιστο1άθµιο συντελεστή του

πολυωνυµικού πίνακαA(s). Υποθέτουµε ότι υπάρχει πίνακαςM(s) που ικα-
νοποιεί την (5.2) µε deg M(s) > deg A2(s). Για να µην έχει άπειρους στοι-
χειώδεις διαιρέτες ο

[
M(s) A2(s)

]
πρέπει ο συντελεστής του µεγιστο1άθ-

µιου όρου να έχει πλήρη τάξη γραµµών δηλαδή.rank
[

Mh 0
]

= m + r.

Αυτό είναι αδύνατο εξαιτίας των διαστάσεων του πίνακα Mh ∈ R(m+r)×m.

Άρα deg M(s) <= deg A2(s). ΄Εστω τώρα ότι ισχύει deg N(s) > deg A1(s).
Τότε υπάρχει d 6= 0 τέτοιο ώστε deg A1(s) + d = deg N(s). Η πρώτη συν-
θήκη της d.e. υποδηλώνει ότι οι A1(s) και A2(s) είναι γενικευµένα αντιστρέ-
ψιµα ισοδύναµοι (e.u.e) σύµφωνα µε τον ορισµό 16 και σαν τέτοιοι θα έχουν
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ίδιους πεπερασµένους στοιχειώδεις διαιρέτες και ίδιο αριθµό πεπερασµένων

στοιχειωδών διαιρετών

SR (A1(s)) = SR (A2(s)) . (5.11)

Παίρνοντας τώρα την δυική της σχέσης της d.e. έχουµε

[
M

′
(w) Ã2(w)

] [
wdÃ1(w)

−Ñ(w)

]
= 0 (5.12)

Εφόσον οι αρχικοί σύνθετοι πίνακες δεν είχαν στοιχειώδεις διαιρέτες στο

άπειρο, οι block πίνακες στην (5.12) δεν θα έχουν πεπερασµένο διαιρέτη στο
s = 0 και άρα η (5.12) είναι µια σχέση {0}-ισοδυναµίας. Άρα οι πίνακες Ã2(w)

και wdÃ1(w) έχουν ίδιους πεπερασµένους διαιρέτες στο 0. Συµ1ολίζοντας µε
Sl(A(w)) τον συνολικό αριθµό στοιχειωδών διαιρετών στο s = l του A(w)

παίρνουµε την παρακάτω σχέση

S0(Ã2(w)) = S0(w
dÃ1(w)) > S0(Ã1(w)) =⇒

S0(Ã2(w)) > S0(Ã1(w)) =⇒ S∞(A2(s)) > S∞(A1(s)) (5.13)

Ενθυµούµενοι ότι A1(s), A2(s) ∈ Rc[s], ισχύει

c = S∞(A2(s)) + SR(A2(s)) = S∞(A1(s)) + SR(A1(s))

ή ισοδύναµα λόγω της (5.11) συµπεραίνουµε ότιS∞(A2(s)) = S∞(A1(s)) σχέση

που αντι1αίνει µε την (5.13).
β) Σαν πρώτο βήµα θα αποδείξουµε ότι αν ένας από τους δύο πίνακες µετα-
σχηµατισµού έχει βαθµό µεγαλύτερο του d, τότε deg M(s) = deg N(s). Ξεκι-
νάµε µε τους εξής συµ1ολισµούς:

dM = deg M(s), dN = deg N(s)

DL = deg
[

M(s) A2(s)
]

; DR = deg

[
A1(s)

−N(s)

]

d = deg A1(s) = deg A2(s).
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Τότε

˜[
M(s) A2(s)

]
=

[
w−dM+DLM̃(w) w−d+DLÃ2(w)

]

˜[
A1(s)

−N(s)

]
=

[
w−d+DRÃ1(w)

−w−dN+DRÑ(w)

]
.

Αν πάρουµε την δυική της σχέσης της d.e. έχουµε
[

w−dM+DLM̃(w) w−d+DlÃ2(w)
] [

w−d+DRÃ1(w)

−w−dN+DRÑ(w)

]
= 0. (5.14)

Η σχέση (5.14) µπορεί να αποδειχθεί ότι είναι σχέση {0}-ισοδυναµίας είτε µε-
ταξύ τωνw−d+DlÃ2(w) καιw−d+DRÃ1(w) είτε µεταξύ τωνw−dM+DLM̃(w) και

w−dN+DRÑ(w). Άρα
{

S0(w
−dM+DLM̃(w)) = S0(w

−dN+DRÑ(w))

S0(w
−d+DLÃ2(w)) = S0(w

−d+DRÃ1(w))
⇒

{
S∞M(s) + (−dM + DL)m = S∞N(s) + (−dN + DR)m

S∞A2(s) + (−d + DL)m = S∞A1(s) + (−d + DR)m
. (5.15)

Επειδή η d.e. διατηρεί τους πεπερασµένους στοιχειώδεις διαιρέτες (µια και
εµπεριέχει τις συνθήκες της γενικευµένης αντιστρέψιµης ισοδυναµίας), έχουµε

SRM(s) = SRN(s) ; SRA2(s) = SRA1(s). (5.16)

Οι πίνακες A1(s), A2(s) ∈ Rc[s] και άρα

SRA1(s) + S∞A1(s) = SRA2(s) + S∞A2(s)
(5.15)
=⇒ (5.17)

SRA1(s) + S∞A2(s) + (−d + DL)m−
−(−d + DR)m = S∞A2(s) + SRA2(s)

(5.16)
=⇒

DL = DR. (5.18)

Υποθέτουµε τώρα ότι dM > d. Τότε

DL
(5.18)
= DR = dM > d (5.19)

κάτι που συνεπάγεται ότι ο βαθµός του block πίνακα είναι ίσος µε dM . Τότε
εφόσον dM > d συµπεραίνουµε ότι DR = dN . Άρα dM = DL = DR = dN .
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Αντίστοιχη απόδειξη ισχύει και στην περίπτωση που υποθέσουµε ότι dN > d.
∆εύτερο βήµα της απόδειξης είναι το να δείξουµε ότι αν ένας από τους πί-
νακες µετασχηµατισµού έχει βαθµό µικρότερο του d τότε ισχύει αναγκαστικά

deg M(s) = deg N(s). Υποθέτουµε ότι ο N(s) έχει βαθµό dN τέτοιο ώστε

dN(s) < dM(s) ≤ d. Από το πρώτο µέρος της απόδειξης ξέρουµε ότι αν ένας

από τους πίνακες έχει βαθµό µικρότερο του d τότε ο άλλος δεν είναι δυνατόν

να έχει βαθµό µεγαλύτερο του d. Εξισώνοντας τους πίνακες συντελεστές των

µεγίστων βαθµών ως προς s της σχέσης της d.e. έχουµε ότι ισχύει

MhAh
1 = 0. (5.20)

Μια και dN(s) < d, ο Ah
1 έχει πλήρη τάξη στηλών πράγµα που συνεπάγεται

ότι dim(Ker(Mh)) = m. ΄Ετσι rank(Mh) = 0 και άρα deg M(s) < dM κάτι

που έρχεται σε αντιπαράθεση µε την υπόθεσή µας.
Μπορούµε πάντα να µεγαλώσουµε τον βαθµό των πολυωνυµικών πινά-

κωνA1(s) καιA2(s)που εµπλέκονται σε µια σχέση στοιχειώδους ισοδυναµίας,
χωρίς να επηρεάσουµε τους αρχικούς πεπερασµένους και άπειρους στοιχειώ-
δεις διαιρέτες, πολλαπλασιάζοντάς τους µε συγκεκριµένα πολυώνυµα, όπως
περιγράφεται στο επόµενο λήµµα.

Λήµµα 66 Αν ο A1(s)(s − s0)
k ∈ Rm×m[s] έχει τους ίδιους πεπερασµένους

και άπειρους στοιχειώδεις διαιρέτες µε τον A2(s)(s − s0)
k ∈ Rm×m[s], όπου

το s0 6= 0 δεν είναι µηδενικό ούτε του A1(s) ούτε του A2(s), τότε οι A1(s) και

A2(s) έχουν τους ίδιους πεπερασµένους και άπειρους στοιχειώδεις διαιρέτες.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι απλή έχοντας υπ�όψιν µας ότι
α) οι πεπερασµένοι στοιχειώδεις διαιρέτες του A1(s)(s− s0)

k είναι αυτοί του

A1(s) µε επιπλέονm διαιρέτες τις µορφής (s− s0)
k και

β) οι στοιχειώδεις διαιρέτες στο άπειρο του A1(s)(s − s0)
k ∈ Rm×m[s], όπου

s0 6= 0 όχι µηδενικό του A1(s), είναι οι στοιχειώδεις διαιρέτες στο άπειρο του

A1(s).
Τώρα είµαστε σε θέση να αποδείξουµε ότι η στοιχειώδης ισοδυναµία αφή-

νει αναλλοίωτους τους πεπερασµένους και άπειρους στοιχειώδεις διαιρέτες

των πολυωνυµικών πινάκων.
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Θεώρηµα 67 Οι πολυωνυµικοί πίνακες A1(s), A2(s) ∈ Rc[s] είναι στοιχειω-
δώς ισοδύναµοι (d.e). αν-ν έχουν τους ίδιους πεπερασµένους και άπειρους
στοιχειώδεις διαιρέτες.

Απόδειξη. ( =⇒ ) (α) Σύµφωνα µε την πρώτη συνθήκη της d.e., οι A1(s) και

A2(s) είναι και γενικευµένα αντιστρέψιµα ισοδύναµοι. Άρα θα έχουν τους
ίδιους πεπερασµένους στοιχειώδεις διαιρέτες.
(β) Θα δείξουµε ότι η δεύτερη συνθήκη της d.e. συνεπάγεται ότι οι δύο πολυ-
ωνυµικοί πίνακες έχουν τους ίδιους άπειρους στοιχειώδεις διαιρέτες. Θα χω-
ρίσουµε την απόδειξη σε δύο περιπτώσεις ανάλογα µε το αν οι πίνακες έχουν

ίδιες ή διαφορετικές διαστάσεις.
(1) ΄Εστω A1(s) και A2(s) ∈ Rc[s] µε διαστάσειςm×m και (m + r)× (m + r)

αντίστοιχα όπου r 6= 0. Τότε από το λήµµα 65α, οι δύο πρώτες συνθήκες της
d.e. συνεπάγονται τις επόµενες σχέσεις µεταξύ των βαθµών των πινάκων

deg M(s) ≤ deg A2(s)

deg N(s) ≤ deg A1(s).

΄Εστω dMA2 = deg
[

M(s) A2(s)
]
και dA1N = deg

[
A1(s)

ᵀ −N(s)ᵀ
]ᵀ
.

Τότε θέτοντας s = 1
w
, η (5.2) µπορεί να ξαναγραφτεί ως εξής

[
M( 1

w
) A2(

1
w
)

] [
A1(

1
w
)

−N( 1
w
)

]
= 0 (5.21)

Πολλαπλασιάζοντας από δεξιά και αριστερά την (5.21) µε wdMA2 και wdA1N

αντίστοιχα έχουµε

˜[
M(w) A2(w)

] ˜[
A1(w)

−N(w)

]
= 0 (5.22)

Ξέρουµε ότι dMA2 ≤ deg [A2(s)] και dA1N ≤ deg [A1(s)] και άρα η (5.22) ξα-
ναγράφεται σαν

[
M ′(w) Ã2(w)

] [
Ã1(w)

−N ′(w)

]
= 0 (5.23)
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Ο block πίνακας
[

M(s) A2(s)
]
(αντίστοιχα ο

[
A1(s)

−N(s)

]
) δεν έχει άπει-

ρους στοιχειώδεις διαιρέτες και άρα ο δυικός του
[

M ′(w) Ã2(w)
]
(αντί-

στοιχα

[
Ã1(w)

−N ′(w)

]
) δεν έχει πεπερασµένα µηδενικά στο w = 0. Άρα

η (5.23) είναι µια σχέση {0}-ισοδυναµίας που διατηρεί τους διαιρέτες των
Ã1(w), Ã2(w) στο w = 0 ή ισοδύναµα τους στοιχειώδεις διαιρέτες στο άπειρο

των A1(s), A2(s).
2) ΄Εστω A1(s), A2(s) ∈ R[s]m×m µε τον ίδιο βαθµό d. Τότε σύµφωνα µε το

λήµµα 65b, ισχύει dt = deg M(s) = deg N(s). Στην περίπτωση που dt ≤ d

τότε η απόδειξη είναι ίδια µε την περίπτωση 1) λίγες γραµµές πιο πάνω. Ας
θεωρήσουµε τώρα την περίπτωση που dt > d. ΄Εστω ένα s0 6= 0 που δεν είναι

µηδενικό των A1(s) και A2(s). Τότε η σχέση

[
M(s) A2(s)(s− s0)

dt−d
] [

A1(s)(s− s0)
dt−d

−N(s)

]
= 0 (5.24)

είναι µια σχέση γενικευµένης αντιστρέψιµης ισοδυναµίας, κάτι που συνεπάγε-
ται ότι οιA2(s)(s−s0)

dt−d καιA1(s)(s−s0)
dt−d έχουν τους ίδιους πεπερασµέ-

νους στοιχειώδεις διαιρέτες. Άρα σύµφωνα µε το λήµµα 66 και οιA1(s), A2(s)

θα έχουν τους ίδιους πεπερασµένους στοιχειώδεις διαιρέτες. Παίρνοντας την
δυική της (5.24) έχουµε

[
M̃(s) A ˜

2(s)(s− s0)dt−d

] [
˜A1(s)(s− s0)dt−d

−̃N(s)

]
= 0 (5.25)

Η (5.25) είναι σχέση {0}-ισοδυναµίας και άρα οι

˜A2(s)(s− s0)dt−d και ˜A1(s)(s− s0)dt−d

έχουν ίδιους στοιχειώδεις διαιρέτες στο 0 που συνεπάγεται ότι οι A2(s)(s −
s0)

dt−d καιA1(s)(s−s0)
dt−d έχουν ίδιους διαιρέτες στο άπειρο, κάτι που µέσω

του λήµµατος 66 θα ισχύει και για τους A2(s) και A1(s).
( ⇐= ). Υποθέτουµε ότι οι A1(s), A2(s) ∈ Rc[s] έχουν ίδιους πεπερασµέ-
νους και άπειρους στοιχειώδεις διαιρέτες. Τότε σύµφωνα µε το λήµµα 64,
οι A1(s) και A2(s) θα είναι d.e. µε πρωτο1άθµιους πολυωνυµικούς πίνακες
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sE1−A1 και sE2−A2 της µορφής (5.8). Οι πρωτο1άθµιοι πίνακες sE1−A1 και

sE2 − A2 είναι αυστηρά ισοδύναµοι µε τις αντίστοιχεςWeierstrass κανονικές

µορφές τους [Gan59]. Εφόσον οι sE1−A1, sE2−A2 ∈ Rc[s] έχουν ίδια δοµή

διαιρετών, θα έχουν και την ίδια κανονική µορφήWeierstrass sEw−Aw. Χρη-
σιµοποιώντας την µετα1ατική ιδιότητα που αποδείχθηκε στο λήµµα 63 µπο-
ρούµε να δείξουµε ότι ο A1(s) είναι d.e. µε τον sE2 − A2, κάτι που φαίνεται

στο παρακάτω σχήµα.

Άρα υπάρχουν πολυωνυµικοί πίνακες A(s) και B(s) τέτοιοι ώστε ο επόµενος

µετασχηµατισµός

A(s) (sE2 − A2) = A1(s)B(s) (5.26)

να είναι ένας d.e. µετασχηµατισµός. Οι πολυωνυµικοί πίνακες sE2 − A2 και

A2(s), σύµφωνα µε το λήµµα 64 συνδέονται µε την επόµενη d.e. σχέση

(
0

sI − Λ0

)
A2(s) = (sE2 − A2)




sI − Λ0

(sI − Λ0) s
...

(sI − Λ0) sq2−1




(5.27)

όπου q2 = deg [A2(s)] και sI−Λ0 όπως ορίστηκε στο λήµµα 64. Πολλαπλασιά-
ζοντας από δεξιά την (5.27) µε A(s) και χρησιµοποιώντας την (5.26) έχουµε

{
A(s)

(
0

(sI − Λ0)

)}
A2(s) = A1(s)





B(s)




sI − Λ0

(sI − Λ0) s
...

(sI − Λ0) sq2−1








.

(5.28)
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∆ιαιρώντας και τις δύο πλευρές της εξίσωσης µε (s− s0) παίρνουµε

{
A(s)

(
0

I

)}
A2(s) = A1(s)





B(s)




I

sI
...

sq2−1I







⇐⇒ (5.29)

[
A(s)

(
0

I

)
A1(s)

]




A2(s)

−B(s)




I

sI
...

sq2−1I







= 0.

Θαδείξουµε ότι η (5.29) είναι µια d.e. σχέση. Για να αποδείξουµε την απουσία
πεπερασµένων και άπειρων στοιχειωδών διαιρετών στους block πίνακες

[
A(s)

(
0

I

)
A1(s)

]
και




A2(s)

−B(s)




I

sI
...

sq2−1I







(5.30)

αρκεί να δείξουµε ότι οι πίνακες της (5.30) έχουν ίδια δοµή διαιρετών µε τους

[
A(s) A1(s)

]
και

[
sE2 − A2

−B(s)

]
(5.31)

αντίστοιχα, µια και σύµφωνα µε τον d.e. µετασχηµατισµό (5.26), οι πίνακες
της (5.31) δεν έχουν ούτε πεπερασµένους ούτε άπειρους διαιρέτες.
(1) Ο πρώτος στόχος µας είναι να αποδείξουµε ότι οι πίνακες

[
sE2 − A2

−B(s)

]
και




A2(s)

−B(s)




I

sI
...

sq2−1I







(5.32)
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έχουν τους ίδιους πεπερασµένους και άπειρους στοιχειώδεις διαιρέτες.
(1α) - Πεπερασµένοι διαιρέτες
Ο µετασχηµατισµός




(
0

I

)
0 sE2 − A2

0 I −B(s)







A2(s)

−B(s)




I

sI
...

sq2−1I




−




I

sI
...

sq2−1I







= 0

είναι µια σχέση γενικευµένης αντιστρέψιµης ισοδυναµίας, καθώς οι block πί-
νακες περιέχουν τον µοναδιαίο πίνακα και άρα δεν έχουν πεπερασµένους

διαιρέτες.
(1β) -Άπειροι διαιρέτες
΄Εστω η σχέση




(
0

(sI − Λ0)

)
0 sE2 − A2

0 (sI − Λ0) −B(s)







A2(s)

−B(s)




I

sI
...

sq2−1I




−




I

sI
...

sq2−1I




(sI − Λ0)




= 0

(5.33)
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Οι µεγιστο1άθµιοι συντελεστές των παραπάνω block πινάκων είναι




0

0
...
0

I

0

0
...
0

0

I 0 · · · 0 0

0 I · · · 0 0
...

... . . . ...
...

0 0 · · · I 0

0 0 · · · 0 Aq2

0 I −B1




και




A2,q2

−B1




0

0
...
I




−




0

0
...
I







όπουB(s) = B0+B1s καιA2(s) = A2,0+A2,1s+ · · ·+A2,q2s
q2 µεA2,q2 6= 0.Οι

πίνακες έχουν πλήρη τάξη γραµµών και στηλών αντίστοιχα και άρα οι πίνακες

της (5.33) δεν έχουν άπειρους στοιχειώδεις διαιρέτες.
Άρα οι πίνακες (5.32) είναι d.e. και σαν τέτοιοι έχουν ίδια δοµή στοιχειωδών
διαιρετών.
(2) Ο δεύτερος στόχος µας είναι να δείξουµε ότι οι πίνακες

[
A(s)

(
0

I

)
A1(s)

]
και

[
A(s) A1(s)

]
(5.34)

έχουν ίδια δοµή στοιχειωδών διαιρετών.
(2α) Πεπερασµένοι διαιρέτες
΄Εστω ο µετασχηµατισµός

I

[
A(s)

(
0

I

)
A1(s)

]
=

[
A(s) A1(s)

]



(
0

I

)
0

0 I




Και οι δύο block πίνακες περιέχουν τον µοναδιαίο πίνακα και άρα δεν έχουν

πεπερασµένους διαιρέτες. Άρα η σχέση είναι σχέση γενικευµένης αντιστρέψι-
µης ισοδυναµίας και έτσι οι πίνακες (5.34) έχουν ίδιους πεπερασµένους στοι-
χειώδεις διαιρέτες.
(2β) Άπειροι διαιρέτες
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΄Εστω ο µετασχηµατισµός

[(sI − Λ0)
q1 ]

[
A(s)

(
0

I

)
A1(s)

]
=

=
[

A(s) A1(s)
]



(
0

(sI − Λ0)
q1

)
0

0 (sI − Λ0)
q1


 ⇐⇒

(5.35)

[
(sI − Λ0)

q1 A(s) A1(s)
]




A(s)

(
0

I

)
A1(s)

−
(

0

(sI − Λ0)
q1

)
0

0 − (sI − Λ0)
q1




= 0

όπου A(s) = A0 + A1s + · · ·+ Aq1s
q1 και A1(s) = A1,0 + A1,1s + · · ·+ A1,q1s

q1

µε A1,q1 6= 0. Οι µεγιστο1άθµιοι συντελεστές των παραπάνω block πινάκων

είναι:

[
I Aq1 A1,q1

]
και




Aq1

(
0

I

)
A1,q1

−
(

0

I

)
0

0 −I




Οι πίνακες έχουν πλήρη τάξη γραµµών και στηλών αντίστοιχα και άρα οι

block πίνακες στην (5.33) δεν έχουν άπειρους στοιχειώδεις διαιρέτες. Άρα οι
πίνακες στην (5.34) είναι d.e. και άρα έχουν τους ίδιους διαιρέτες.
Στην απόδειξη της αναγκαιότητας του θεωρήµατος, είναι δυνατόν να αρχί-
σουµε µε τον πίνακαA2(s) και ακολουθώντας ίδια λογική να προσπαθήσουµε

να παράγουµε ένα d.e. µετασχηµατισµό ανάµεσα στονA2(s) και τονA1(s) της

µορφήςM(s)A2(s) = A1(s)N(s).

Παρατήρηση 68 Από την απόδειξη του παραπάνωθεωρήµατος, εύκολαφαί-
νεται ότι η πρώτη συνθήκη της στοιχειώδους ισοδυναµίας εγγυάται το να

µείνουν αναλλοίωτοι οι πεπερασµένοι στοιχειώδεις διαιρέτες, ενώ η δεύτερη
συνθήκη όντως εξασφαλίζει το αναλλοίωτο των άπειρων στοιχειωδών διαιρε-
τών. Άρα για να δείξουµε ότι δύο πολυωνυµικοί πίνακες A1(s), A2(s) ∈ Rc[s]
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έχουν ίδια δοµή πεπερασµένων (αντίστοιχα άπειρων) διαιρετών, αρκεί να δεί-
ξουµε ότι υπάρχουν πολυωνυµικοί πίνακεςM(s), N(s) καταλλήλων διαστά-
σεων έτσι ώστε να ισχύει η M(s)A1(s) = A2(s)N(s) και η πρώτη (δεύτερη)
συνθήκη.

Πόρισµα 69 Οι πολυωνυµικοί πίνακες που ορίστηκαν στο λήµµα 64 είναι
στοιχειωδώς ισοδύναµοι και άρα έχουν ίδια δοµή πεπερασµένων και απείρων

στοιχειωδών διαιρετών.

Το προηγούµενο πόρισµα έχει ήδη αποδειχθεί µε διαφορετικό τρόπο στις

[Pra91] και [VA03].

Παράδειγµα 70 ΄Εστω ο µετασχηµατισµός



s + 1 0

s2 0

0 −1




︸ ︷︷ ︸
M(s)

[
s2 1

0 s3

]

︸ ︷︷ ︸
A1(s)

=




s2 1 0

0 s 1

0 0 s2




︸ ︷︷ ︸
A2(s)




1 0

s3 s + 1

0 −s




︸ ︷︷ ︸
N(s)

Οι πίνακες A1(s), A2(s) ανήκουν στο R6[s]. Η πεπερασµένη Smith µορφή του[
M(s) A2(s)

]
είναι

SC[
M(s) A2(s)

](s) =
[

I4 0
]

ενώ η Smith µορφή στο 0 του

M1(s) :=
˜[

M(s) A2(s)
]

=




s + s2 0

1 0

0 −s2

1 s2 0

0 s s2

0 0 1




είναι

S0
M1(s)(s) =

[
I3 0

]

Άρα ο block πίνακας
[

M(s) A2(s)
]
δεν έχει πεπερασµένους ή άπειρους

στοιχειώδεις διαιρέτες. Επίσης

SC


A1(s)

−N(s)




(s) =

[
I2

0

]
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και αν ορίσω

N1(s) :=

˜[
A1(s)

−N(s)

]
=




s s3

0 1

−s3 0

−1 −s2 − s3

0 s2




έχω

S0
N1(s)(s) =

[
I2

0

]
.

Άρα ο πίνακας
[

A1(s)
ᵀ −N(s)ᵀ

]ᵀ
δεν έχει στοιχειώδεις διαιρέτες. Άρα οι

A1(s) και A2(s) είναι d.e. και άρα σύµφωνα µε το θεώρηµα 67 θα έχουν ίδια
δοµή στοιχειωδών διαιρετών. Βρίσκουµε τις Smith µορφές

SCA1(s)(s) =

[
1 0

0 s5

]
; SCA2(s)(s) =

[
I3 0

0 s5

]

και αυτές των δυικών τους στο 0

S0
Ã1(s)

(s) =

[
1 0

0 s

]
; S0

Ã2(s)
(s) =

[
I3 0

0 s

]

΄Οντως παρατηρούµε ότι έχουν το s5 σαν πεπερασµένο διαιρέτη και ένα στοι-
χειώδη διαιρέτη στο άπειρο τάξης 1. Επίσης εύκολα µπορούµε να επαληθεύ-
σουµε ότι το άθροισµα του αριθµού των στοιχειωδών µηδενικών είναι όντως

το γινόµενο της διάστασης µε το βαθµό του πίνακα δηλαδή

5 + 1 = 2 ∗ 3 = 3 ∗ 2.

Το επόµενο θεώρηµα δείχνει ότι στην ειδική περίπτωση των πρωτο1άθ-
µιων πολυωνυµικών πινάκων ίδιας διάστασης, η στοιχειώδης ισοδυναµία και
η αυστηρή ισοδυναµία, ορίζουν την ίδια κλάση πινάκων.

Θεώρηµα 71 ΄Εστω δύο πρωτο1άθµιοι πολυωνυµικοί πίνακες sE1−A1, sE2−
A2 ∈ R [s]m×m µε det [sEi − Ai] 6= 0, i = 1, 2. Τότε οι sE1 −A1 και sE2 −A2

είναι αυστηρά ισοδύναµοι αν-ν είναι d.e.
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Απόδειξη. ( =⇒ ) Αν οι sE1 − A1 και sE2 − A2 είναι αυστηρά ισοδύναµοι

τότε υπάρχουν αντιστρέψιµοι σταθεροί πίνακεςM, N ∈ Rm×m τέτοιοι ώστε

να ισχύει η σχέση

M [sE1 − A1] N = [sE2 − A2]

ή ισοδύναµα

M [sE1 − A1] = [sE2 − A2] N
−1.

∆ιαλέγουµε s0 τέτοιο ώστε det [s0Ei − Ai] 6= 0, i = 1, 2 και κατασκευάζουµε

τον µετασχηµατισµό

[(s− s0) M ] [sE1 − A1] = [sE2 − A2]
[
(s− s0) N−1

]

Εύκολα αποδεικνύεται ότι η παραπάνω σχέση είναι ένας d.e. µετασχηµατι-
σµός.
(⇐= ) ΄Εστω ότι οι sE1−A1 και sE2−A2 είναι d.e.. Τότε σύµφωνα µε το θε-
ώρηµα 67, θα έχουν ίδια δοµή στοιχειωδών διαιρετών. Άρα σύµφωνα µε την
[Gan59], οι πίνακες θα είναι και αυστηρά ισοδύναµοι.
Οι αυστηρή και η στοιχειώδης ισοδυναµία, παράγουν ίδιες κλάσεις ισο-

δυναµίας στην περίπτωση των πρωτο1άθµιων πινάκων. ΄Οµως επειδή η d.e.
αναφέρεται σε γενικούς πολυωνυµικούς πίνακες, παράγει µεγαλύτερες κλά-
σεις ισοδυναµιών στο σύνολο Rc[s]. Με το παρακάτω θεώρηµα θα αποδεί-
ξουµε ότι η σχέση της στοιχειώδους ισοδυναµίας, είναι όντως µια σχέση ισο-
δυναµίας στο Rc[s].

Θεώρηµα 72 Η στοιχειώδης ισοδυναµία είναι σχέση ισοδυναµίας στο Rc[s].

Απόδειξη. (α) Ανακλαστικότητα. ΄Εστω A(s) ∈ Rc[s]. Θεωρούµε την παρα-
κάτω ισότητα

[
(s− s0)

deg[A] I A(s)
] [

A(s)

− (s− s0)
deg[A] I

]
= 0

όπου s0 δεν είναι µηδενικό του πίνακα A(s). Εύκολα µπορεί να αποδειχθεί
ότι η παραπάνω σχέση είναι µια σχέση d.e.
(β)Συµµετρία. ΄Εστω δύο πίνακεςA1(s), A2(s) ∈ Rc[s] που συνδέονται µε d.e.
σχέση της µορφής

M(s)A1(s) = A2(s)N(s) (5.36)



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. Στοιχειώδης ισοδυναµία 115

Τότε από το θεώρηµα 67, οι A1(s) και A2(s) έχουν ίδια δοµή πεπερασµένων

και άπειρων στοιχειωδών διαιρετών. ΄Ετσι από το αντίστροφο του θεωρήµα-
τος 67 (βλέπε τη σηµείωση στο τέλος της απόδειξης) υπάρχει µια d.e. σχέση
µεταξύ του A2(s) και A1(s) της γνωστής µορφής (5.2).
(γ) Μετα1ατικότητα. ΄Εστω A1(s), A2(s) ∈ Rc[s] δύο d.e. πίνακες και
A2(s), A3(s) ∈ Rc[s] επίσης d.e.. Τότε από το θεώρηµα 67 οι A1(s) και A3(s)

έχουν ίδιους στοιχειώδης διαιρέτες. Άρα µέσω του θεωρήµατος 67, οι A1(s)

και A3(s) είναι στοιχειωδώς ισοδύναµοι.

5.3 Στοιχειώδης ισοδυναµία και αυτοπαλλίνδροµα
συστήµατα

΄Εστω µια γραµµική, οµογενής εξίσωση διαφορών της µορφής

A(σ)β(k) = 0, k ∈ [0, N ] (5.37)

A(σ) = Aqσ
q + Aq−1σ

q−1 + . . . + A0 ∈ R[σ]r×r (5.38)

όπου µε σ συµ1ολίζεται ο τελεστής µετατόπισης προς τα µπρος δηλαδή

σβ(k) = β(k+1), ενώ β(k) : [0, N ] −→ Rr είναι µια ακολουθία διανυσµάτων.
Ακολουθώντας την ορολογία τουWillems ([Wil86], [Wil89], [Wil91]), ονοµά-
ζουµε τις εξισώσεις (5.37) µια αυτοπαλλίνδροµη αναπαράσταση (AutoRegres-
sive representation) της συµπεριφοράς BA(σ) (behavior) του συστήµατος όπου
το BA(σ) ορίζεται ως εξής:

BA(σ) := {β(k) : [0, N ] → Rr : (5.37) ικανοποιείται ∀k ∈ [0, N ]} .

Στην ειδική περίπτωση που ο πίνακας A(σ) είναι πρώτου βαθµού, δηλαδή
αν A (σ) = σE − A, αποδείχθηκε ότι η διακριτή αυτοπαλλίνδροµη παρά-
σταση παρουσιάζει µη αιτιατή συµπεριφορά και για αυτό φαίνεται απολύτως

φυσική η επιλογή να µελετηθεί σε ένα πεπερασµένο χρονικό διάστηµα [0, N ]

όπου το σύστηµα µπορεί να αναλυθεί σε ένα καθαρά αιτιατό (causal) και σε
ένα αντιαιτιατό (anticausal) µέρος (βλέπε [Lue77], [Lue89], [Lew84], [LM90],
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[Lew86], [NWL87]). Τα δύο αυτά µέρη του συστήµατος, αποδείχθηκε ότι συν-
δέονται άµεσα µε την πεπερασµένη και άπειρη δοµή των στοιχειωδών διαι-
ρετών του πολυωνυµικού πίνακα A(σ) που περιγράφει το σύστηµα (βλέπε
[Lew84] για την πρωτο1άθµια και την [AVK98] για συστήµατα µεγαλύτερου
βαθµού). Στην γενικότερη µορφή όπου ο πρωτο1άθµιος πολυωνυµικός πίνα-
κας που περιγράφει το σύστηµα είναι µη τετράγωνος, η αιτιατή και µη αιτιατή
συµπεριφορά του εξαρτάται όχι µόνο από τους πεπερασµένους και άπειρους

στοιχειώδεις διαιρέτες αλλά και από τους δεξιούς ελάχιστους δείκτες [AKI97].
Ηαιτιατή συµπεριφορά του συστήµατος (5.37) στην περίπτωση που οA(σ) εί-
ναι κανονικός πολυωνυµικός πίνακας µελετήθηκε εκτενώς στην [GLR82]. Τα
αποτελέσµατα αυτά γενικεύτηκαν για ιδιάζοντα τετράγωνα συστήµατα στην

[AVK98], όπου µελετήθηκε και η µη αιτιατή συµπεριφορά. Η γενική περί-
πτωση όπου το σύστηµα περιγράφεται από ένα όχι κατ�ανάγκη τετράγωνο

πολυωνυµικό πίνακα, µελετήθηκε από τον Karampetakis [Kar02], όπου δείχ-
θηκε ότι επιπλέον ο δεξιός πυρήνας του A(σ) παίζει κρίσιµο ρόλο στην συ-
µπεριφορά του συστήµατος (5.37) ενώ ο αριστερός στην συµ1ι1αστότητα των
αρχικών και τελικών συνθηκών.
Στην [VA03] ορίστηκε η θεµελιώδης ισοδυναµία (fundamental equivalence)

δύο AR αναπαραστάσεων. ∆ύο AR αναπαραστάσεις θα λέγονται θεµελιω-
δώς ισοδύναµες αν-ν οι χώροι λύσεών τους (συµπεριφορές) είναι ισόµορφες
µε ένα συγκεκριµένο τρόπο όπως θα δούµε στον ορισµό 75 πιο κάτω. Η συ-
µπεριφορά της AR αναπαράστασης (5.37), όταν την θεωρούµε σε ένα πεπε-
ρασµένο διάστηµα [0, N ], εξαρτάται από την αλγε1ρική δοµή των πεπερασµέ-
νων και άπειρων στοιχειωδών διαιρετών του πολυωνυµικού πίνακαA(σ) που

σχετίζεται µε την (5.37). Αποδείχθηκε ότι αυτή η δοµή είναι ίδια µε αυτή του
block συνοδεύοντος πίνακα σE − A ∈ R[σ]rq×rq που αποτελεί µια γραµµι-
κοποίηση του πολυωνυµικού πίνακα [AVK98] και κατά συνέπεια η AR που

συνδέεται µε τον σE − A αποτελεί την κανονική πρωτο1άθµια θεµελιωδώς

ισοδύναµη αναπαράσταση του (5.37). ΄Ετσι στην [VA03] προτάθηκε µια γενί-
κευση της έννοιας της αυστηρής ισοδυναµίας κανονικών πρωτο1άθµιων πι-
νάκων [Gan59] στην περίπτωση γενικών πολυωνυµικών πινάκων και αποδείχ-
θηκε ότι δύο AR αναπαραστάσεις που περιγράφονται από κανονικούς πο-
λυωνυµικούς πίνακες µε πιθανόν διαφορετικούς βαθµούς και διαστάσεις εί-
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ναι θεµελιωδώς ισοδύναµες αν-ν οι αντίστοιχοι πολυωνυµικοί πίνακες είναι
αυστηρά ισοδύναµοι. Αξίζει να σηµειωθεί ότι η αυστηρή ισοδυναµία πολυω-
νυµικών πινάκων, όπως ορίστηκε στην [VA03] είναι ισοδύναµη µε την στοι-
χειώδη ισοδυναµία, η οποία επιπλέον έχει το βασικό πλεονέκτηµα να συνδέει
άµεσα σε µια κλειστή σχέση τους δύο πολυωνυµικούς πίνακες. Η θεµελιώδης
ισοδυναµία που προτάθηκε στην [VA03] γενικεύει τον οµοµορφισµό συµπε-
ριφορών που παρουσιάστηκαν στην [Fuh02], για µη κανονικές διακριτές αυ-
τοπαλλίνδροµες αναπαραστάσεις της µορφής (5.37) πάνω από πεπερασµένο
χρονικό διάστηµα. Παρόλα αυτά το βασικό µειονέκτηµα αυτού του µετασχη-
µατισµού είναι ότι δεν δίνει µια κλειστή σχέση που να συνδέει τους πολυωνυ-
µικούς πίνακες των θεµελιωδώς ισοδύναµων διακριτών αυτοπαλλίνδροµων

αναπαραστάσεων.
Συνεχίζουµε διερευνώντας την σχέση µεταξύ της αυστηρής και της θεµε-

λιώδους ισοδυναµίας όπως αυτές ορίστηκαν από τουςVardulakis καιAntoniou

στην [VA03] µε την στοιχειώδη ισοδυναµία.

Ορισµός 73 [VA03] Οι πολυωνυµικοί πίνακες A1(s), A2(s) ∈ Rc[s] θα λέγο-
νται αυστηρά ισοδύναµοι κατά την [VA03] αν-ν οι αντίστοιχοι πρωτο1άθµιοι
πίνακες sE1−A1 ∈ Rc×c και sE2−A2 ∈ Rc×c όπως στην (5.8), είναι αυστηρά
ισοδύναµοι σύµφωνα µε τον ορισµό 17.

Η ταύτιση της στοιχειώδους και της αυστηρής ισοδυναµίας (ορισµός 73)
αποδεικνύεται στο επόµενο θεώρηµα.

Θεώρηµα 74 Ηαυστηρή (ορισµός 73) και η στοιχειώδης ισοδυναµία ανήκουν
στην ίδια κλάση ισοδυναµίας.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι οι A1(s), A2(s) είναι d.e.. Τότε

sE1 − A1

d.e

˜ A1(s)
d.e

˜ A2(s)
d.e

˜ sE2 − A2

Άρα από την µετα1ατική ιδιότητα της στοιχειώδους ισοδυναµίας, έχουµε ότι

sE1 − A1

d.e

˜ sE2 − A2. ΄Οµως η ταύτιση της στοιχειώδους µε την αυστηρή ισο-
δυναµία στην ειδική περίπτωση των πρωτο1άθµιων πολυωνυµικών πινάκων
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αποδείχτηκε στο θεώρηµα 71 και άρα οι δύο πρωτο1άθµιοι πίνακες είναι επί-
σης αυστηρά ισοδύναµοι.
΄Εστω τώρα ότι οι A1(s) και A2(s) είναι αυστηρά ισοδύναµοι σύµφωνα µε τον

ορισµό 73. Τότε ισχύει

A1(s)
d.e

˜ sE1 − A1

d.e

˜
s.e.

sE2 − A2

d.e

˜ A2(s)

και από την µετα1ατική ιδιότητα της d.e. έχουµε A1(s)
d.e

˜ A2(s).

Η γεωµετρική ερµηνεία της αυστηρής ισοδυναµίας όπως παρουσιάστηκε

από τους Vardulakis και Antoniou [VA03], δίνεται στην συνέχεια.

Ορισµός 75 [VA03] ∆ύο διακριτά αυτοπαλλίνδροµα συστήµατα της µορφής

Ai (σ) βi(k) = 0, k = 0, 1, 2, ..., N − deg[Ai(s)] ≥ 0

όπου το σ είναι ο τελεστής µετατόπισης και Ai(σ) ∈ R[σ]ri×ri , det[Ai(σ)] 6=
0, i = 1, 2 θα λέγονται θεµελιωδώς ισοδύναµα ή fundamentally equi-
valent (f.e.) πάνω από το πεπερασµένο διάστηµα k = 0, 1, 2, ..., N ≥
max {deg[Ai(σ)]} αν-ν υπάρχει µια αµφιµονοσήµαντη πολυωνυµική απεικό-
νιση ανάµεσα στις αντίστοιχες συµπεριφορές τους BA1(σ), BA2(σ).

Αξίζει να σηµειωθεί ότι η θεµελιώδης ισοδυναµία αποτελεί µια επέκταση

του οµοµορφισµού συµπεριφορών που παρουσιάστηκε στις [Fuh02], [Fuh01]
και [Fuh03], για την περίπτωση των µη κανονικών διακριτών αυτοπαλλίν-
δροµων παραστάσεων, όταν αυτές µελετούνται πάνω από πεπερασµένο διά-
στηµα. Η θεµελιώδης ισοδυναµία (ορισµός 75) µπορεί να θεωρηθεί ως η γεω-
µετρική ερµηνεία της αυστηρής ισοδυναµίας (ορισµός 73), όπως φαίνεται στο
επόµενο θεώρηµα.

Θεώρηµα 76 [VA03]∆ύο διακριτά αυτοπαλλίνδροµα συστήµατα της µορφής
(5.37) είναι θεµελιωδώς ισοδύναµα αν-ν οι αντίστοιχοι πίνακες είναι αυστηρά
ισοδύναµοι κατά τον ορισµό 73.

Χάρη στο παραπάνω θεώρηµα, µπορούµε εύκολα να αποδείξουµε ότι κάτι
αντίστοιχο ισχύει και για την στοιχειώδη ισοδυναµία.
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Θεώρηµα 77 ∆ύο διακριτά αυτοπαλλίνδροµα συστήµατα της µορφής (5.37)
είναι θεµελιωδώς ισοδύναµα αν-ν οι αντίστοιχοι πίνακες είναι στοιχειωδώς
ισοδύναµοι.

Απόδειξη. Το θεώρηµα αποδεικνύεται εύκολα χρησιµοποιώντας τα θεωρή-
µατα 74 και 76.
Παρακάτω δίνουµε µια γεωµετρική ερµηνεία του δεξιού πίνακα µετασχη-

µατισµού που εµπλέκεται στον µετασχηµατισµό της στοιχειώδους ισοδυνα-
µίας (1.5). ΄Εστω ότι οι πίνακες A1(s), A2(s) ∈ Rc[s] είναι στοιχειωδώς ισο-
δύναµοι. Τότε υπάρχουν πολυωνυµικοί πίνακεςM(s), N(s) τέτοιοι ώστε να

ισχύει

M(σ)A1(σ) = A2(σ)N(σ). (5.39)

Πολλαπλασιάζοντας την (5.39) από δεξιά µε β1(k) παίρνουµε

M(σ)A1(σ)β1(k) = A2(σ)N(σ)β1(k) =⇒ 0 = A2(σ)N(σ)β1(k) =⇒
∃β2(k) ∈ BA2(σ) τέτοιο ώστε β2(k) = N(σ)β1(k). (5.40)

Σύµφωνα µε τις συνθήκες της στοιχειώδους ισοδυναµίας, ο πίνακας
[

A1(σ)ᵀ −N(σ)ᵀ
]ᵀ

έχει πλήρη τάξη και όχι πεπερασµένους ή άπειρους διαιρέτες, κάτι που συ-
νεπάγεται σύµφωνα µε την [Kar02] ότι β1(k) = 0. Άρα η απεικόνιση που
ορίζεται από τον πολυωνυµικό πίνακα N(s) : BA1(s) → BA2(s) | β1(k) 7→
β2(k) είναι ένεση. Χρησιµοποιώντας την συµµετρική ιδιότητα της d.e., µπο-
ρούµε να βρούµε πολυωνυµικούς πίνακες M̂ (σ), N̂(σ) τέτοιους ώστε η σχέση

M̂(σ)A2(σ) = A1(σ)N̂(σ) να είναι µια σχέση στοιχειώδους ισοδυναµίας. Με
παρόµοιο τρόπο µπορούµε να δείξουµε ότι η απεικόνιση που ορίζεται από τον

πολυωνυµικό πίνακα N̂(σ) : BA2(s) → BA1(s) | β2(k) 7→ β1(k) είναι επίσης

ένεση. Άρα και οι δύο απεικονίσεις είναι ισοµορφισµοί ανάµεσα στις συµπε-
ριφορές BA1(σ),BA2(σ).

Η παραπάνω παρατήρηση για τον δεξιό πίνακα µετασχηµατισµού N(s),
συµφωνεί πλήρως µε τα αποτελέσµατα που δηµοσιεύτηκαν στο θεώρηµα 4.3
της [Fuh02]. Η µόνη διαφορά είναι ότι µας ενδιαφέρουν ταυτόχρονα και το
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αιτιατό και το µη αιτιατό µέρος της συµπεριφοράς µιας διακριτής αυτοπαλ-
λίνδροµης αναπαράστασης, ενώ η [Fuh02] αναφέρεται µόνο στο αιτιατό µέ-
ρος της συµπεριφοράς για συστήµατα πάνω στο χρονικό διάστηµα Z+, των
οποίων οι πολυωνυµικοί πίνακες δεν είναι κατ� ανάγκη τετράγωνοι και αντι-
στρέψιµοι. Η πρώτη συνθήκη της d.e. δηλαδή το ότι οι block πίνακες πρέπει
να είναι πλήρης τάξης και χωρίς πεπερασµένους διαιρέτες, εξασφαλίζει την
ύπαρξη ισοµορφισµού µεταξύ των αιτιατών µερών των συµπεριφορών των

συστηµάτων. Η επιπλέον συνθήκη της απουσίας απείρων στοιχειωδών διαι-
ρετών που εµφανίζεται στην d.e. εξασφαλίζει την ύπαρξη ισοµορφισµού ανά-
µεσα στα µη αιτιατά µέρη των συµπεριφορών του συστήµατος.

5.4 Συµπεράσµατα

Οι γραµµικές εξισώσεις διαφορών της µορφής (5.37) παρουσιάζουν µια προς
τα εµπρός συµπεριφορά που οφείλεται στους πεπερασµένους στοιχειώδεις

διαιρέτες του πολυωνυµικού πίνακα που περιγράφει το σύστηµα και µια

προς τα πίσω συµπεριφορά εξαιτίας των στοιχειωδών διαιρετών στο άπειρο

[AVK98]. Μια και η συµπεριφορά τέτοιων συστηµάτων εξαρτάται από δο-
µικά χαρακτηριστικά του πίνακα A (σ) όπως οι στοιχειώδεις διαιρέτες, πα-
ρουσιάσαµε σε αυτό το κεφάλαιο µια νέα ισοδυναµία µεταξύ κανονικών πο-
λυωνυµικών πινάκων διαφορετικών βαθµών και διαστάσεων, που ονοµά-
στηκε στοιχειώδης ισοδυναµία. Η στοιχειώδης ισοδυναµία διατηρεί ταυτό-
χρονα τους πεπερασµένους και άπειρους στοιχειώδεις διαιρέτες ενός πολυ-
ωνυµικού πίνακα. Στην περίπτωση που οι πολυωνυµικοί πίνακες είναι πρώ-
του βαθµού, αποδείχθηκε ότι η στοιχειώδης ισοδυναµία είναι ισοδύναµη µε
την αυστηρή ισοδυναµία. ΄Ετσι η στοιχειώδης ισοδυναµία µπορεί να θεωρη-
θεί σαν η πρώτη γενίκευση της αυστηρής ισοδυναµίας σε γενικούς πολυωνυ-
µικούς πίνακες που δίνει µια κλειστή σχέση µεταξύ αυτών των πινάκων. ΄Ενα
πολύ ενδιαφέρον ερώτηµαπου αφήνει ανοιχτό αυτή η εργασία είναι ο ορισµός

µιας ισοδυναµίας συστηµάτων (system equivalence) για αυτοπαλλίνδροµα συ-
στήµατα, βασισµένης στην στοιχειώδη ισοδυναµία.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6

Μια νέα οικογένεια συνοδευόντων

πινάκων

6.1 Εισαγωγή

Σε αυτό το κεφάλαιο θα ασχοληθούµε µε κανονικούς πολυωνυµικούς πίνακες

της µορφής

T (s) = T0s
n + T1s

n−1 + ... + Tn, (6.1)

µε Ti ∈ Cp×p. Εφόσον ο T (s) είναι κανονικός θα ισχύει det T (s) 6= 0 για σχε-
δόν κάθε s ∈ C. Ο παρακάτω πρωτο1άθµιος πίνακας

P (s) = sP0 − P1,

όπου

P0 =




T0 0 · · · 0

0 Ip
. . . ...

... . . . . . . 0

0 · · · 0 Ip




, P1 =




−T1 −T2 · · · −Tn

Ip 0 · · · 0
... . . . . . . ...
0 · · · Ip 0




, (6.2)

είναι γνωστός σαν η πρώτη συνοδεύουσα µορφή του T (s). Η πρώτη συνο-
δεύουσα µορφή είναι γνωστό ότι είναι µια γραµµικοποίηση του πολυωνυµικού

πίνακα T (s) (βλέπε [GLR82]), υπάρχουν δηλαδή πολυωνυµικοί πίνακες U(s)

121
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και V (s) τέτοιοι ώστε

P (s) = U(s)diag
{
T (s), Ip(n−1)

}
V (s).

Μια άµεση συνέπεια του παραπάνω είναι ότι η πρώτη συνοδεύουσα µορφή,
έχει τους ίδιους πεπερασµένους στοιχειώδεις διαιρέτες µε τον T (s). Οι Var-
dulakis και Antoniou στην [VA03] και οι Pugh και Tan στην [TP02], απέδειξαν
ότι η πρώτη συνοδεύουσα µορφή έχει και ίδιους άπειρους στοιχειώδεις διαι-
ρέτες µε τον T (s). Επιπλέον οι δύο πίνακες είναι και στοιχειωδώς ισοδύνα-
µοι (βλέπε ορισµό 62), δηλαδή θα υπάρχουν πολυωνυµικοί πίνακεςM(s) και

N(s) τέτοιοι ώστε

[
M(s) A2(s)

] [
A1(s)

−N(s)

]
= 0

και οι block πίνακες της σχέσης να ικανοποιούν τις συνθήκες στον ορισµό 62.
Αντίστοιχα αποτελέσµατα ισχύουν και για την δεύτερη συνοδεύουσα µορφή

του T (s) όπως ορίστηκε από την

P̂ (s) = sP0 − P̂1,

όπου το P0 ορίστηκε στην (6.2) και

P̂1 =




−T1 Ip · · · 0

−T2 0
. . . ...

...
... . . . Ip

−Tn 0 · · · 0




.

Εύκολα φαίνεται ότι det T (s) = det P (s) = det P̂ (s) και άρα οι P (s), P̂ (s)

είναι κανονικοί πολυωνυµικοί πίνακες, αν-ν ο T (s) είναι κανονικός.
Οστόχος του κεφαλαίου είναι να προτείνει µια νέα οικογένεια συνοδευου-

σών µορφών για ένα κανονικό πολυωνυµικό πίνακα, η οποία µπορεί να πα-
ραµετροποιηθεί σαν γινόµενο απλών σταθερών πινάκων, µια ιδέα που πρωτο-
παρουσιάστηκε από τον Fiedler [Fie03] για την περίπτωση των πολυωνύµων.
Αυτή οι οικογένεια περιέχει εκτός από τις γνωστές συνοδεύουσες µορφές και

αρκετές άλλες οι οποίες δεν είχαν βρεθεί µέχρι στιγµής παρόλη την εκτετα-
µένη βι1λιογραφία του θέµατος. Μην ξεχνάµε ότι οι συνοδεύουσες µορφές
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πολυωνυµικών πινάκων ή ακόµα και απλών πολυωνύµων παίζουν σηµαντικό

ρόλο σε πολλά ερευνητικά προ1λήµατα διαφόρων κλάδων, είτε σαν θεωρη-
τικό είτε σαν υπολογιστικό εργαλείο. Οι πρωτο1άθµιες αναπαραστάσεις εί-
ναι ευκολότερες να χειριστούν και προσφέρουν καλύτερη εποπτεία σε πολλά

προ1λήµατα. Βλέποντας την πληθώρα των νέων αυτών συνοδευουσών µορ-
φών, είναι εύκολο να επιλεχθούν κάποιες που θεωρούνται καταλληλότερες
για συγκεκριµένα προ1λήµατα (π.χ. όταν έχουµε να κάνουµε µε Ερµητια-
νούς πολυωνυµικούς πίνακες [GLR80], [GLR82], [RR94], [KL98], [MMX00] ή
το πρό1ληµα εύρεσης ιδιοτιµών δευτερο1άθµιων πολυωνυµικών συστηµάτων

[TM01]). Τα αποτελέσµατα του κεφαλαίου δηµοσιεύτηκαν από τους Anto-
niou και Vologiannidis στην [AV04b].

6.2 Μια νέα οικογένεια συνοδευόντων πινάκων

Ακολουθώντας τα βήµατα της [Fie03] ορίζουµε τους πίνακες

A0 = diag{T0, Ip(n−1)} (6.3)

Ak =




Ip(k−1) 0 · · ·
0 Ck

. . .
... . . . Ip(n−k−1)


 , k = 1, 2, ..., n− 1 (6.4)

An = diag{Ip(n−1),−Tn} (6.5)

όπου

Ck =

[
−Tk Ip

Ip 0

]
. (6.6)

Η παραπάνω ακολουθία πινάκων Ai, i = 0, 1, 2, ..., n µπορεί εύκολα να απο-
δειχθεί ότι παράγει την πρώτη και δεύτερη συνοδεύουσα µορφή του πολυω-
νυµικού πίνακα T (s).
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Λήµµα 78 Οι πρώτη και δεύτερη συνοδεύουσες µορφές του T (s) δίνονται

από τις σχέσεις

P (s) = sA0 − A1A2...An (6.7)

P̂ (s) = sA0 − AnAn−1...A1. (6.8)

Απόδειξη. Ακολουθώντας αντίστοιχα βήµατα µε την απόδειξη του λήµµατος
2.1 στην [Fie03], φαίνεται εύκολα ότι το γινόµενο A1A2...An είναι ίσο µε τον

πίνακα P1 στην (6.2), ενώ ταυτόχρονα A0 = P0. Άρα η ισότητα ισχύει για το
P (s). Παρόµοια µπορούµε να αποδείξουµε την σχέση (6.8).
Πριν προχωρήσουµε στο βασικό αποτέλεσµα του κεφαλαίου, χρειαζόµα-

στε το επόµενο λήµµα.

Λήµµα 79 ΄Εστω E, F, G µια τριάδα τετράγωνων πινάκων, µε F αντιστρέ-
ψιµο και GE = EG. Τότε
α) Ισχύει η ακόλουθη ισότητα

(λE −GF )F−1(sE − FG) = (sE −GF )F−1(λE − FG) (6.9)

για κάθε (s, λ) ∈ C2.
β) Αν ker E> ∩ ker G> = {0} και λE − FG είναι αντιστρέψιµος για κάποια

λ ∈ C τότε ο λE −GF είναι επίσης αντιστρέψιµος.

Απόδειξη. α) Η σχέση (6.9) µπορεί να επαληθευτεί µε απλές πράξεις χρησι-
µοποιώντας το γεγονός ότι GE = EG.
β) Υποθέτουµε ότι ο λE−GF είναι µη αντιστρέψιµος. Τότε υπάρχει ένα διά-
νυσµα γραµµή x> 6= 0 τέτοιο ώστε x>(λE − GF ) = 0. Πολλαπλασιάζοντας

από αριστερά την (6.9) µε το x> και χρησιµοποιώντας την αντιστρεψιµότητα

του F−1(λE − FG), παίρνουµε ότι η

x>(sE −GF ) = 0

ισχύει για κάθε s ∈ C, ή ισοδύναµα ότι x>E = 0 και x>GF = 0. Παίρνοντας

υπ�όψιν µας την αντιστρεψιµότητα του F , η x>GF = 0 ανάγεται στην x>G =

0. Άρα x ∈ ker E> ∩ ker G> = {0} κάτι που αντι1αίνει µε την υπόθεση ότι το
x> 6= 0. Άρα ο λE −GF είναι αντιστρέψιµος.
Το επόµενο θεώρηµα αποτελεί το βασικό εργαλείο στην προσπάθειά µας

να κατασκευάσουµε την νέα οικογένεια των συνοδευουσών µορφών.
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Θεώρηµα 80 ΄Εστω P (s) η πρώτη συνοδεύουσα µορφή ενός κανονικού πο-
λυωνυµικού πίνακα T (s). Τότε για κάθε δυνατή µετάθεση (i1, i2, ..., in) της

n-άδας (1, 2, ..., n) ο πρωτο1άθµιος πολυωνυµικός πίνακας Q(s) = sA0 −
Ai1Ai2 ...Ain είναι αυστηρά ισοδύναµος µε τον P (s), δηλαδή υπάρχουν αντι-
στρέψιµοι σταθεροί πίνακεςM, N τέτοιοι ώστε να ισχύει

P (s) = MQ(s)N (6.10)

όπου οι πίνακες Ai, i = 0, 1, 2, ..., n ορίστηκαν στις (6.3), (6.4) και (6.5).

Απόδειξη. Αν (i1, i2, ..., in) = (1, 2, ..., n) τότε η (6.10) προφανώς ισχύει και
έτσι ας συνεχίσουµε υποθέτοντας ότι (i1, i2, ..., in) 6= (1, 2, ..., n). Παρατη-
ρούµε ότι εξαιτίας της ειδικής δοµής τωνAi ισχύει η σχέσηAiAj = AjAi όταν

|i− j| > 1, κάτι που µας δίνει την δυνατότητα να αλλάζουµε τις θέσεις των
Ai έτσι ώστε

Ai1Ai2 ...Ain = (Ajv+1Ajv+2...An)...(Aj1+1Aj1+2...Aj2)(A1A2...Aj1) (6.11)

όπου 0 < j1 < j2 < ... < jv < n. Για να αποφύγουµε να γράφουµε µεγάλα

γινόµενα θα χρησιµοποιήσουµε τον συµ1ολισµό Ak,l = AkAk+1...Al, µε k ≤ l.

΄Ετσι ο πίνακας Q(s) γράφεται

Q(s) = sA0 − Ajv+1,n...Aj1+1,j2A1,j1 .

Παρατηρούµε ότι τα Ai είναι αντιστρέψιµα για i = 1, 2, 3, ..., n − 1 και άρα

τα γινόµενα Ak,l είναι επίσης αντιστρέψιµα για 0 < k ≤ l < n. Άρα ο A1,j1

είναι αντιστρέψιµος. Το γινόµενο (Ajv+1,n...Aj1+1,j2) δεν περιέχει τον πίνακα

A1 και άρα αντιµετατίθεται µε τοA0. Άρα οιA0, A1,j1 , (Ajv+1,n...Aj1+1,j2) ικα-
νοποιούν τις συνθήκες του λήµµατος 79α) πράγµα που συνεπάγεται ότι

Q0(λ)A−1
1,j1

Q1(s) = Q0(s)A
−1
1,j1

Q1(λ), ∀(s, λ) ∈ C2 (6.12)

µε Q0(s) = Q(s) και Q1(s) = sA0 − A1,j1(Ajv+1,n...Aj2+1,j3)Aj1+1,j2 = sA0 −
(Ajv+1,n...Aj2+1,j3)A1,j2 .

Με αντίστοιχο τρόπο όπως πριν, το λήµµα 79α) µπορεί να χρησιµοποιηθεί
στους πίνακες A0, A1,j2 , (Ajv+1,n...Aj2+1,j3) για να πάρουµε την σχέση

Q1(λ)A−1
1,j2

Q2(s) = Q1(s)A
−1
1,j2

Q2(λ), ∀(s, λ) ∈ C2 (6.13)
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όπου

Q2(s) = sA0−A1,j2(Ajv+1,n...Aj3+1,j4)Aj2+1,j3 = sA0−(Ajv+1,n...Aj3+1,j4)A1,j3.

Συνεχίζοντας µε αυτό το τρόπο, µετά από v κυκλικές µεταθέσεις έχουµε ότι

Qv−1(λ)A−1
1,jv

Qv(s) = Qv−1(s)A
−1
1,jv

Qv(λ), ∀(s, λ) ∈ C2 (6.14)

όπουQv−1(s) = sA0−Ajv+1,nA1,jv ,Qv(s) = sA0−A1,jvAjv+1,n = sA0−A1,n =

P (s).

Για να επαληθεύσουµε την (6.10) αποµένει να δείξουµε ότι υπάρχει λ ∈ C τέ-
τοιο ώστε οQi(λ), i = 0, 1, ..., v να είναι αντιστρέψιµος. Πράγµατι ξεκινώντας
από το Qv(s) = P (s) που είναι κανονικός πρωτο1άθµιος πολυωνυµικός πί-
νακας (µια και ο T (s) είναι κι αυτός κανονικός), υπάρχει λ ∈ C τέτοιο ώστε ο
Qv(λ) να είναι αντιστρέψιµος. ΄Εχοντας υπ�όψιν µας την ιδιαίτερη δοµή των
πινάκων Ai, είναι εύκολο να συµπεράνουµε ότι ker A>

0 ∩ ker A>
jv+1,n = {0}1

και άρα το λήµµα 79β) θα ισχύει για τους πίνακες A0, A1,jv , Ajv+1,n. Άρα
ο Qv−1(λ) είναι αντιστρέψιµος. Συνεχίζοντας επαγωγικά και µε αντίστοιχο
τρόπο µπορεί να δειχθεί ότι ο Qi(λ) είναι αντιστρέψιµος για κάθε i = v −
2, v − 3, ..., 0.

Το παραπάνω θεώρηµα δηλώνει ότι κάθε πρωτο1άθµιος πολυωνυµικός

πίνακας της µορφής Q(s) = sA0 − Ai1Ai2 ...Ain έχει ίδια πεπερασµένη και

άπειρη δοµή στοιχειωδών διαιρετών µε τον T (s). Άρα για κάθε µετά1αση

(i1, i2, ..., in) της n-άδας (1, 2, ..., n) οι αντίστοιχοι συνοδεύοντες πίνακες είναι

εξαιτίας της µετα1ατικής ιδιότητας, αυστηρά ισοδύναµοι µεταξύ τους. Επί-
σης οι συνοδεύουσες µορφές που παράγονται από το θεώρηµα 80 είναι στοι-
χειωδώς ισοδύναµοι µε τον πολυωνυµικό πίνακα T (s). Επίσης αξίζει να ση-
µειωθεί ότι τα µέλη της οικογένειας αυτής δεν µπορούν γενικά να παραχθούν

µε απλές µεταθέσεις γραµµών ή στηλών από την πρώτη ή την δεύτερη συ-
νοδεύουσα µορφή, κάτι που ισχύει ακόµα και για την βαθµωτή περίπτωση
(βλέπε [Fie03]).
Παρατηρώντας την ασυµµετρία που υπάρχει στους όρους όσον αφορά την

κατανοµή των Ai στον σταθερό και τον πρώτου βαθµού όρο του Q(s), είναι

1Για την ακρί1εια ισχύει kerA>0 ∩ kerB> = {0}, όταν ο B είναι οποιοδήποτε από τα

γινόµενα των Ai για 1 < i ≤ n
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φυσικό να περιµένουµε να παράγονται κάποιες επιπλέον συνοδεύουσες µορ-
φές. Υπό αυτή την οπτική γωνία, το επόµενο πόρισµα είναι µια βελτίωση του
θεωρήµατος 80.

Πόρισµα 81 ΄Εστω P (s) η πρώτη συνοδεύουσα µορφή ενός κανονικού πολυ-
ωνυµικού πίνακαT (s). Για καθένα από τα τέσσερα διατεταγµένα σύνολα δει-
κτών Ik = (ik,1, ik,2, ..., ik,nk

), k = 1, 2, 3, 4 τέτοια ώστε Ii ∩ Ij = ∅ για i 6= j

και
4∪

k=1
Ik = {1, 2, 3, ..., n− 1} ο πρωτο1άθµιος πολυωνυµικός πίνακας

R(s) = sA−1
I1

A0A
−1
I2
− AI3AnAI4

είναι αυστηρά ισοδύναµος µε το P (s), όπουAIk
= Aik,1

Aik,2
...Aik,nk

όταν Ik 6=
∅ και AIk

= I όταν Ik = ∅.

Απόδειξη. Αρχικά παρατηρούµε ότι οι AIk
είναι αντιστρέψιµοι σαν γινόµενο

αντιστρέψιµων πινάκων Ai µε 0 < i < n. Τότε ο πίνακας R(s) γράφεται

R(s) = A−1
I1

(sA0 − AI1AI3AnAI4AI2)A
−1
I2

.

Προφανώς ο πρωτο1άθµιος πίνακας sA0 − AI1AI3AnAI4AI2 ανήκει στην οι-
κογένεια των συνοδευουσών µορφών Q(s) του θεωρήµατος 80 που είναι αυ-
στηρά ισοδύναµα µε το P (s). Άρα

R(s) = A−1
I1

Q(s)A−1
I2

που αποδεικνύει το θεώρηµά µας.
Παρατηρούµε ότι οι αντίστροφοι των πινάκωνAk, k = 1, 2, ..., n−1 έχουν

σχετικά απλή µορφή, η οποία είναι

A−1
k =




Ip(k−1) 0 · · ·
0 C−1

k

. . .
... . . . Ip(n−k−1)


 , k = 1, 2, ..., n− 1

όπου

C−1
k =

[
0 Ip

Ip Tk

]
.
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Βλέποντας αυτή τον απλό τύπο αντιστροφής, το πόρισµα 81 παράγει µια
µεγαλύτερη κλάση συνοδευόντων πινάκων από αυτή του θεωρήµατος 80, που
είναι στοιχειωδώς ισοδύναµοι µε τον πολυωνυµικό πίνακα T (s).Αυτό δικαιο-
λογείται από το γεγονός ότι οι "µεσαίοι" συντελεστές του T (s) µπορούν να

εµφανιστούν είτε στο σταθερό είτε στο πρωτο1άθµιο όρο του συνοδεύοντα

πίνακα R(s).

Το επόµενο παράδειγµα δείχνει µια τέτοια περίπτωση.

Παράδειγµα 82 ΄Εστω T (s) = T0s
3 + T1s

2 + T2s + T3. Μπορούµε να διαλέ-
ξουµε να µετακινήσουµε τους συντελεστές T1, T2 σε οποιονδήποτε από τους

όρους του συνοδεύοντα πίνακα R(s). Για παράδειγµα µπορούµε να έχουµε

το T1 στο πρωτο1άθµιο όρο και τον T2 στο σταθερό όρο του R(s), δηλαδή

R(s) = sA0A
−1
1 − A2A3

ή

R(s) = s




0 T0 0

I T1 0

0 0 I


−




I 0 0

0 −T2 −T3

0 I 0


 .

6.3 Γραµµικοποιήσεις Ερµητιανών πολυωνυµικών
πινάκων

Σε αυτό το κεφάλαιο θα ασχοληθούµε µε Ερµητιανούς πολυωνυµικούς πί-
νακες της µορφής (6.1). ΄Ενας πολυωνυµικός πίνακας T (s) θα λέγεται Ερ-
µητιανός αν-ν T ∗(s) = T (s), δηλαδή αν ισχύει T ∗

i = Ti (βλέπε [GLR80],
[GLR82]). Επιπλέον θα υποθέσουµε ότι ο πίνακας συντελεστής του µεγιστο-
1άθµιου όρου του T (s) είναι αντιστρέψιµος, δηλαδή ότι ισχύει det(T0) 6= 0.

Οι Ερµητιανοί πολυωνυµικοί πίνακες παίζουν σηµαντικό ρόλο στην µε-
λέτη των συστηµάτων ταλαντώσεων µε απόσ1εση (damped oscillatory systems)
µε πεπερασµένο βαθµό ελευθερίας, που µπορούν να περιγραφθούν από δευ-
τέρου βαθµού διαφορικές εξισώσεις µε Ερµητιανούς συντελεστές. Η αλγε-
1ρική δοµή τέτοιων συστηµάτων και οι αντίστοιχοι πολυωνυµικοί πίνακες µε-
λετήθηκαν από πολλούς συγγραφείς και η σχετική µε το θέµα βι1λιογραφία εί-
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ναι πολύ πλούσια (πχ. βλέπε [GLR80], [GLR82], [RR94], [TM01] και τις ανα-
φορές τους).
Μια ερώτηση είναι αν υπάρχουν γραµµικοποιήσεις ενός Ερµητιανού πο-

λυωνυµικού πίνακα που να είναι και αυτές Ερµητιανές. Αν και αυτή η ιδιό-
τητα φαίνεται να είναι πολύ χρήσιµη στις γραµµικοποιήσεις Ερµητιανών πο-
λυωνυµικών πινάκων (βλέπε [TM01]) και παρόλο που η δοµή των Ερµη-
τιανών πρωτο1άθµιων πολυωνυµικών πινάκων έχει µελετηθεί εκτενώς στις

[KL98], [MMX00], [Tho91], η παραπάνω ερώτηση δεν συζητήθηκε στο γε-
νικό πλαίσιο των Ερµητιανών πολυωνυµικών πινάκων. ΄Εχοντας αποδείξει
την ύπαρξη µιας νέας οικογένειας συνοδευουσών µορφών, θα αποδείξουµε
παρακάτω την ύπαρξη ενός συγκεκριµένου µέλους της οικογένειας αυτής που

έχει αυτή την ιδιότητα.

Θεώρηµα 83 ΄Εστω T (s) ένας Ερµητιανός πολυωνυµικός πίνακας βαθµού n,

µε det T0 6= 0. Τότε η συνοδεύουσα µορφή του T (s)

Rs(s) =

{
sA−1

odd − Aeven για n ζυγό

sA−1
even − Aodd για n περιττό

(6.15)

όπου Aeven = A−1
0 A2A4A6...., Aodd = A1A3A5..., είναι ένας Ερµητιανός πρω-

το1άθµιος πολυωνυµικός πίνακας.

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι οι πίνακες A2k (αντίστοιχα A2k+1) στο γινόµενο
Aeven (αντίστοιχα. Aodd) για k = 0, 1, 2, ... αντιµετατίθενται και άρα η σειρά

των δεικτών στο Aeven (αντίστοιχα Aodd) δεν είναι σηµαντική.
Για n ζυγό εφαρµόζοντας το πόρισµα 81 για τα διατεταγµένα σύνολα των δει-
κτών

I1 = ∅, I2 = (1, 3, ..., n− 1), I3 = (2, 4, ..., n− 2), I4 = ∅,

παίρνουµε τον συνοδεύων πρωτο1άθµιο πίνακα

R(s) = sA0A
−1
odd − AI3An.

Εφόσον οT0 είναι αντιστρέψιµος και οAeven γράφεται σανAeven = A−1
0 AI3An,

ισχύει ότι Rs(s) = A−1
0 R(s). Άρα ο Rs(s) είναι κι αυτός µια συνοδεύουσα
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µορφή του T (s).

Παρόµοια για n περιττό, διαλέγουµε

I1 = (2, 4, ..., n− 1), I2 = ∅, I3 = (1, 3, ..., n− 2), I4 = ∅

και παίρνουµε την αντίστοιχη µορφή του Rs(s).

΄Εχοντας υπ�όψιν µας ότι T ∗
i = Ti και ότι A∗

i = Ai για i = 0, 1, 2, ..., n, είναι
εύκολο να επι1ε1αιώσουµε ότι ισχύει η ακόλουθη σχέση

A∗
odd = ...A∗

5A
∗
3A

∗
1 = ...A5A3A1 = A1A3A5... = Aodd

όπου χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι AiAj = AjAi για |i− j| > 1. Με πα-
ρόµοιο τρόπο αποδεικνύεται ότι

A∗
even = Aeven.

Άρα R∗
s(s) = Rs(s), κάτι που αποδεικνύει το ζητούµενο.

Η Ερµητιανή γραµµικοποίηση του T (s) έχει µια απλή µορφή όπως φαίνε-
ται στο επόµενο παράδειγµα.

Παράδειγµα 84 Παρουσιάζεται η µορφή τουRs(s) για n = 4 και n = 5 αντί-
στοιχα.
Για n = 4

Rs(s) = s




0 Ip

Ip T1

0 Ip

Ip T3



−




T−1
0

−T2 Ip

Ip 0

−T4




Για n = 5

Rs(s) = s




T0

0 Ip

Ip T2

0 Ip

Ip T4



−




−T1 Ip

Ip 0

−T3 Ip

Ip 0

−T5
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Για να διερευνήσουµε την φασµατική δοµή του Rs(s) χρειαζόµαστε να ει-
σάγουµε επιπλέον συµ1ολισµό από το κεφάλαιο 5 της [GLR82].. ΄Εστω A ∈
Cr×r ένας σταθερός τετράγωνος πίνακας µε µιγαδικά στοιχεία. ∆ιαλέγουµε
το σύνολο των ιδιοτιµών {λ1, λ2, ..., λa} που δεν περιέχει συζυγή ζεύγη ιδιο-
τιµών και έστω {λa+1, λa+2, ..., λb} οι διακριτές πραγµατικές ιδιοτιµές του A.

΄Εστω λa+b+j = λ̄j, j = 1, 2, ..., a και

J = diag[Ji]
2a+b
i=1

όπου Ji = diag[Jij]
ki
j=1 είναι η Jordan µορφή που αντιστοιχεί στην λi και τα Jij

µε διαστάσεις ai1 ≥ . . . ≥ ai,ki
αντίστοιχα. Ορίζουµε τον πίνακα

Pε,J =




0 0 Pc

0 Pr 0

Pc 0 0


 (6.16)

όπου Pc = diag[diag[Pij]
ki
j=1]

a
i=1, Pr = diag[diag[εijPij]

ki
j=1]

a+b
i=a+1 και οι Pst

είναι standard involuntary permutation (sip) πίνακες διαστάσεων ast × ast και

ε = {εij} είναι το διατεταγµένο σύνολο προσήµων για i = a+1, . . . , a+b, j =

1, . . . , ki και εij = ±1.

Πόρισµα 85 ΄Εστω T (s) ένας Ερµητιανός πολυωνυµικός πίνακας βαθµού n,

µε det T0 6= 0. Τότε υπάρχει ένας αντιστρέψιµος πίνακας X τέτοιος ώστε

Rs(s) = XPε,J(sI − J)X∗ (6.17)

όπου Rs(s) είναι µια Ερµητιανή γραµµικοποίηση του T (s) όπως ορίστηκε

στην (6.15), J είναι η Jordan κανονική µορφή τουAoddAeven για n ζυγός (αντί-
στοιχα AevenAodd για n περιττός) µε δοµή όπως ορίστηκε πριν και Pε,J ο αντί-
στοιχος πίνακας της (6.16) για κάποιο διατεταγµένο σύνολο προσήµων ε.

Απόδειξη. Το θεώρηµα αποδεικνύεται µε απλή εφαρµογή του πορίσµατος
του κεφαλαίου 5.3, σελ. 378 στο [GLR82].
Χρησιµοποιώντας το παραπάνω αποτέλεσµα, µπορούµε να παραγοντο-

ποιήσουµε τον T (s).
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Πόρισµα 86 ΄Εστω T (s) ένας Ερµητιανός πολυωνυµικός πίνακας βαθµού n,

µε det T0 6= 0 καιRs(s) η συνοδεύουσα µορφή του πίνακα όπως περιγράφτηκε

στο θεώρηµα 83. Τότε ο T (s) µπορεί να παραγοντοποιηθεί ως εξής

T (s) = U(s)Pε,J(sI − J)U∗(s) (6.18)

όπου U(s) είναι αριστερά αντιστρέψιµος πολυωνυµικός πίνακας και J, Pε.J

όπως ορίστηκαν στο πόρισµα 85.

Απόδειξη. ΄Εστω k =
[

n
2

]
. Ορίζουµε τον πολυωνυµικό πίνακα Un(s).

Un(s) =

{[
sk Q1 sk−1 Q2 ... s Qk 1

]
, n odd

[
T0s

k Un−1

]
, n even

όπου

Qi =
2i−1∑
j=0

Tjs
k+i−j, i = 1, ..., k.

Τότε κάνοντας απλές πράξεις συµπεραίνουµε ότι

Un(s)Rs(s)U
∗
n(s) = T (s). (6.19)

Θέτοντας U(s) = UnX, όπου X όπως στην (6.17), αποδεικνύεται η ισχύς της
σχέσης (6.18).

Παράδειγµα 87 Θεωρούµε τον Ερµητιανό πολυωνυµικό πίνακα (βλέπε πα-
ράδειγµα 10.4 στο [GLR82])

T (s) =

[
s4 + 1 2s2

2s2 s4 + 1

]
.

Η Ερµητιανή γραµµικοποίηση του T (s) δίνεται από την

Rs(s) = s




0 I2

I2 0

0 I2

I2 0



−




I2

−2S I2

I2 0

−I2
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όπου S =

[
0 1

1 0

]
. Τότε

Rs(s) = XPε,J(sI − J)X∗

όπου

X =
1

4
√

2




−i −2 −1 −2 −1 2 i −2

−i −2 1 2 1 −2 i −2

−3 2i −3 −2 3 −2 −3 −2i

−3 2i 3 2 −3 2 −3 −2i

−1 −2i 1 −2 −1 −2 −1 2i

−1 −2i −1 2 1 2 −1 2i

3i −2 −3 2 −3 −2 −3i −2

3i −2 3 −2 3 2 −3i −2




,

Pε,J =




S

S 0

0 S

S




και

J = diag

{[
i 1

0 i

]
,

[
1 1

0 1

]
,

[
−1 1

0 −1

] [
−i 1

0 −i

]}

είναι η Jordan κανονική µορφή του AoddAeven. Χρησιµοποιώντας την σχέση

(6.19), υπολογίζουµε το

U4(s) =

[
s2 0 s 0 s2 0 1 0

0 s2 0 s 0 s2 0 1

]

και από το πόρισµα 86 παίρνουµε την παραγοντοποίηση

T (s) = U(s)Pε,J(sI − J)U∗(s)

όπου U(s) = U4(s)X .

Πολύ σηµαντικό ρόλο στην θεωρία αυτοµάτου ελέγχου παίζουν τα µο-
ντέλα διαφορικών εξισώσεων δεύτερης τάξης της µορφής

Mz̈ + Lż + Kz = Du

y = Nz + P ż
(6.20)
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Σχήµα 6.1: Σύστηµα ελατηρίων - µαζών - εξασθενητήρων κίνησης

όπου z ∈ Rn, M,L, K ∈ Rn×n, D ∈ Rn×m και N,P ∈ Rp×n. Συχνά οM είναι

συµµετρικός πίνακας και θετικά ορισµένος, οK συµµετρικός πίνακας και θε-
τικά ηµιορισµένος. Τέτοια συστήµατα χρησιµοποιούνται στην µοντελοποίηση
µηχανικών συστηµάτων όπως γέφυρες, κλπ.

Παράδειγµα 88 ΄Εστω ένα σύστηµα ελατηρίων-µαζών-εξασθενητήρων κίνη-
σης. Το σύστηµα αποτελείται από n−1 ελατήρια µε συντελεστές σκληρότητας

ki, i = 1, . . . , n, n σώµατα µάζαςmi, i = 1, . . . , n και (n− 1) εξασθενητήρες

κίνησης µε συντελεστή απόσ1εσης di, i = 1, . . . , n. Θεωρούµε ότι ο έλεγχος
ασκείται από δύο δυνάµεις που δρουν η µία στο δεξιό άκρο του συστήµατος

και η άλλη στο αριστερό άκρο. Σαν είσοδο στο σύστηµα θεωρούµε αυτές τις
δύο δυνάµεις f1(t) και f2(t). Αν θεωρήσουµε n = 5, mi = m, i = 1, . . . , n,
di = d, i = 1, . . . , n, ki = k, i = 1, . . . , n (βλέπε σχήµα ), τότε το σύστηµα
περιγράφεται από γραµµικές διαφορικές εξισώσεις της µορφής (6.20), όπου

M = mI5

L = dI5

N = P = I5
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K = k




1 −1 0 0 0

−1 2 −1 0 0

0 −1 2 −1 0

0 0 −1 2 −1

0 0 0 −1 1




D =




1 0

0 0

0 0

0 0

0 1




.

Στην συνέχεια, µας αφορά ο πολυωνυµικός πίνακας T (s) = Ms2+Ls+K.Οι

γραµµικοποιήσεις του πίνακα αυτού, αντιστοιχούν σε µετασχηµατισµού της
κατάστασης του συστήµατος (6.20). Σύµφωνα µε αυτά που έχουµε λίγο πιο
πάνω, µια ερµητιανή συνοδεύουσά του είναι η Rs(s) = sA−1

1 − A−1
0 A2 µε

A0 = diag {M, I5}

A1 =

[
−L I5

I5 0

]

A2 = diag {I5,−K}
Άρα έχω

Rs(s) = sEs − As

όπου

Es =




0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 d 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 d 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 d 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 d 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 d
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και

As =




− 1
m

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 − 1
m

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 − 1
m

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 − 1
m

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 − 1
m

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −k k 0 0 0

0 0 0 0 0 k −2k k 0 0

0 0 0 0 0 0 k −2k k 0

0 0 0 0 0 0 0 k −2k k

0 0 0 0 0 0 0 0 k k




.

Παρατηρούµε ότι ο πρωτο1άθµιος πίνακας είναι κι αυτός Ερµητιανός. Ο
Rs(s) συνδέεται µε τον T (s) µε µια σχέση στοιχειώδους ισοδυναµίας. Θεω-
ρούµε τους πίνακες

M(s) =
[
mI5 I5

]

N(s) =

[
05×5

I5

]

Παρατηρούµε ότι ισχύει

[
M(s) T (s)

] [
Rs(s)

N(s)

]
= 0 (6.21)

Η παραπάνω σχέση είναι µια σχέση στοιχειώδους ισοδυναµίας, µια και εύ-
κολα µπορεί να δει κάποιος ότι οι block πίνακες δεν έχουν πεπερασµένους και

άπειρους στοιχειώδεις διαιρέτες.
Αξίζει να σηµειωθεί ότι η συνηθισµένη γραµµικοποίηση του πολυωνυµικού
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πίνακα που χρησιµοποιείται, είναι ο πρωτο1άθµιος πίνακας

sI10 −
[

0 I

−M−1L −M−1K

]
=

= sI10 −




0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

− d
m

0 0 0 0 − k
m

k
m

0 0 0

0 − d
m

0 0 0 k
m

−2k
m

k
m

0 0

0 0 − d
m

0 0 0 k
m

−2k
m

k
m

0

0 0 0 − d
m

0 0 0 k
m

−2k
m

k
m

0 0 0 0 − d
m

0 0 0 k
m

k
m




Παρατηρούµε ότι κατά την παραπάνω γραµµικοποίηση η ερµητιανή ιδιότητα

του πολυωνυµικού πίνακα χάθηκε.

6.4 Συµπεράσµατα

Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάσαµε µια νέα οικογένεια συνοδευουσών µορ-
φών κανονικών πολυωνυµικών πινάκων. Κίνητρο για την µελέτη αυτή ήταν
τα αποτελέσµατα της [Fie03] για την βαθµωτή περίπτωση. Τα µέλη της προ-
τεινόµενης νέας οικογένειας συνοδευουσών µορφών είναι στοιχειωδώς ισοδύ-
ναµα µε τον πολυωνυµικό πίνακα και έτσι διατηρούν ταυτόχρονα την πεπε-
ρασµένη και άπειρη δοµή των στοιχειωδών διαιρετών. Οι νέες συνοδεύουσες
µορφές παραµετροποιούνται σαν γινόµενα απλών σταθερών πινάκων και οι

γνωστές πρώτη και δεύτερη συνοδεύουσες µορφές αντιστοιχούν σε συγκεκρι-
µένες µεταθέσεις αυτών των γινοµένων.
Μια συγκεκριµένη συνοδεύουσα µορφή που ανήκει σε αυτή την οικογέ-

νεια φαίνεται να είναι ιδιαίτερου ενδιαφέροντος, µια και στην περίπτωση που
ο πολυωνυµικός πίνακας είναι Ερµητιανός, αυτή η γραµµικοποίησή του είναι
Ερµητιανή επίσης. Στη συνέχεια χρησιµοποιώντας ένα γνωστό αποτέλεσµα
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για τους Ερµητιανούς πολυωνυµικούς πίνακες, παρουσιάσαµε µια νέα παρα-
γοντοποίηση του πολυωνυµικού πίνακα.
Τα αποτελέσµατα που αποδείχθηκαν σε αυτή τη µελέτη, θα µπορούσαν

να χαρακτηριστούν σαν εισαγωγικά, αφήνοντας πολλά ενδιαφέροντα θεωρη-
τικά και υπολογιστικά προ1λήµατα για περαιτέρω έρευνα.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7

Συµπεράσµατα

Το ερευνητικό ενδιαφέρον στην περιοχή της ανάλυσης και σύνθεσης πολυ-
µετα1λητών συστηµάτων αυτοµάτου ελέγχου βάσει προτύπων συστηµάτων

(βλέπε Baras [Bar91]) τα οποία είναι γνωστά στην βι1λιογραφία σαν "Πολυω-
νυµικές Περιγραφές Συστηµάτων (Π.Π.Σ.) " (Polynomial Matrix Descriptions)
(PMDs) ξεκίνησε προ 25ετίας στο University of Manchester Institute of Scie-
nce and Technology (UMIST) από τον ιδρυτή-διευθυντή του Control Systems
Centre του UMIST Prof. Rosenbrock, FRS και τους συνεργάτες του. Ο Ro-
senbrock σε µία σειρά πρωτοποριακών για την εποχή θεωρητικών αποτελε-
σµάτων τα οποία εµφανίστηκαν σε ένα αριθµό δηµοσιεύσεων και στα βι1λία

του [Ros70] έθεσε τις βάσεις της θεώρησης προ1ληµάτων ανάλυσης και σύν-
θεσης πολυµετα1λητών συστηµάτων ελέγχου µέσω πολυωνυµικών πινάκων

(Polynomial Matrix Approach) γενικεύοντας την µέχρι τότε επικρατούσα στις
Η.Π.Α., κυρίως µέσω των εργασιών του R.E. Kalman, Θεωρία του Χώρου των
Καταστάσεων (State Space Theory). Σηµαντικά θεωρητικά αποτελέσµατα τα
οποία επέκτειναν και συµπλήρωσαν την πολυωνυµική θεωρία τουRosenbrock

δηµοσίευσε µεταγενέστερα οWolovich (1974) και οι µαθητές του, αργότερα ο
Kailath (1980) και οι µαθητές του, οVerghese (1978), οKucera (1979), οι Blom-
berg H. και Ylinen (1983), ο Vidyasagar (1985), κ.α. Κατά την παρελθούσα ει-
κοσαετία, η "πολυωνυµική περιγραφή πολυµετα1λητών συστηµάτων" ή όπως
είναι αλλιώς γνωστή η αλγε1ρική προσέγγιση, επικράτησε σαν µία ερευνητική
περιοχή µε έντονη δραστηριότητα.

139
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Σε γενικές γραµµές η πολυωνυµική προσέγγιση αποδεικνύει την ισοδυνα-
µία ανάµεσα στην λύση προ1ληµάτων αυτοµάτου ελέγχου και την λύση προ-
1ληµάτων µε πολυωνυµικούς πίνακες ή και ρητούς πίνακες. Τα πολυώνυµα
και οι πολυωνυµικοί πίνακες παίζουν πρωταρχικό ρόλο στην πολυωνυµική

προσέγγιση του αυτοµάτου ελέγχου και εµφανίζονται πολύ συχνά σε πολλά

προ1λήµατα. Πολυωνυµικοί πίνακες περιγράφουν συνεχή ή και διακριτά
γραµµικά πολυµετα1λητά συστήµατα. Είναι χρήσιµοι σε προ1λήµατα ανάλυ-
σης συστηµάτων. Η λύση στο πεδίο των συχνοτήτων προ1ληµάτων αυτοµά-
του ελέγχου, όπως η σταθεροποίηση µε ανάδραση, οH2 βέλτιστος έλεγχος, ο
H∞ βέλτιστος έλεγχος, η εύρωστη επανατοποθέτηση πόλων, προ¶ποθέτουν
τον χειρισµό πολυωνυµικών πινάκων. Επίσης, ιδιότητες των πολυωνυµικών
πινάκων όπως οι πεπερασµένοι και άπειροι διαιρέτες, τα µηδενικά και οι πό-
λοι, οι ελάχιστοι δείκτες κλπ συνδέονται στενά µε τις φυσικές ιδιότητες των
συστηµάτων τα οποία περιγράφουν.
Τις τελευταίες δύο δεκαετίες, νέα και σηµαντικά αποτελέσµατα στην αριθ-

µητική γραµµική άλγε1ρα καθώς και η συνεχώς αυξανόµενη υπολογιστική

ισχύς των υπολογιστών, έδωσαν σηµαντική βοήθεια στους ερευνητές που
ακολούθησαν την Θεωρία του Χώρου των Καταστάσεων. Αντίστοιχες προ-
σπάθειες για την εύρεση αριθµητικά ευσταθών µεθόδων για τον χειρισµό πο-
λυωνυµικών πινάκων, έγιναν και συνεχίζουν και γίνονται από πολλούς ερευ-
νητές και ερευνητικά τµήµατα.
Στόχοι της παρούσας διατρι1ής είναι να αντιµετωπίσει βασικά θεωρητικά

προ1λήµατα της πολυωνυµικής θεώρησης του αυτοµάτου ελέγχου, αλλά και η
ανάπτυξη υπολογιστικών µεθόδων για πράξεις πολυωνυµικών πινάκων µιας

ή και περισσοτέρων µετα1λητών.
Πιο συγκεκριµένα στα κεφάλαια 2 και 3 παρουσιάστηκαν δύο νέοι αλγό-

ριθµοι για την εύρεση τωνMoore-Penrose και Drazin γενικευµένων αντιστρό-
φων, µερικές εφαρµογές των οποίων είναι ο υπολογισµός της συνάρτησης µε-
ταφοράς, η µελέτη των αντιστρόφων συστηµάτων, η εύρεση λύσεων συστη-
µάτων, η λύση διοφαντικών εξισώσεων που µε την σειρά τους απαντούν σε
ερωτήµατα όπως η εύρεση σταθεροποιητών κλπ. Οι αλγόριθµοι αυτοί βασί-
στηκαν στον γρήγορο µετασχηµατισµό Fourier (FFT) και σε τεχνικές υπολο-
γισµού παρεµ1ολής. Αντικείµενο µετέπειτα έρευνας θα µπορούσε να είναι
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η εφαρµογή παρόµοιων αλγορίθµων στον υπολογισµό άλλων γενικευµένων

αντιστρόφων όπως οι {2}, {1, 2}, {1, 2, 3} και {1, 2, 4}. Επίσης µια συστηµα-
τική µελέτη και σύγκριση των αλγορίθµων που έχουν να κάνουν µε πολυωνυ-
µικούς πίνακες ως προς την ταχύτητα και την ευρωστία τους είναι αναγκαία.
Στο κεφάλαιο 4 παρουσιάστηκε ένας νέος αλγόριθµος για το γρήγορο και

αριθµητικά ευσταθή υπολογισµό ελάχιστων πολυωνυµικών βάσεων πολυω-
νυµικών πινάκων. Ο αλγόριθµος χρησιµοποίησε την δοµή του πυρήνα δια-
δοχικών Sylvester ή Wolovich γενικευµένων απαλειφουσών. Οι εφαρµογές
αυτού του αλγόριθµου στην θεωρία ελέγχου εκτείνονται από το πρό1ληµα

της επανατοποθέτησης των ιδιοτιµών του παρονοµαστή ([ZC83], [CD91],
[Kuc79], [AV04a]) και της εύρεσης µιας ελάχιστης πραγµάτωσης ([Wol74]
,[Var91], [VK95]) ενός συστήµατος µε πολλές εισόδους και εξόδους, ως και
το πρό1ληµα της αναγωγής ενός πολυωνυµικού πίνακα σε κανονικό πολυω-
νυµικό πίνακα κατά γραµµές / στήλες. Περαιτέρω έρευνα θα µπορούσε να
γίνει εφαρµόζοντας τον αλγόριθµο που περιγράφθηκε σε πιο συγκεκριµένα

προ1λήµατα όπως στον υπολογισµό row / column reduced πολυωνυµικών πι-
νάκων, χρησιµοποιώντας µεθόδους παρόµοιες µε την [BvdHP88] (ή τον βελ-
τιωµένο αλγόριθµο της [NP93]), ή στον υπολογισµό της τάξης, των ελάχιστων
δεικτών ή και του µέγιστου κοινού διαιρέτη πολυωνυµικών πινάκων.
Οι πεπερασµένοι και άπειροι στοιχειώδεις διαιρέτες ενός πολυωνυµικού

πίνακα παίζουν σηµαντικό ρόλο στην ανάλυση οµογενών διακριτών συστη-
µάτων αυτοµάτου ελέγχου όταν αυτά µελετούνται σε πεπερασµένο διάστηµα.
Ο ορισµός µιας ισοδυναµίας µεταξύ τέτοιων συστηµάτων προ¶ποθέτει τον

ορισµό µιας ισοδυναµίας πολυωνυµικών πινάκων που θα διατηρεί αναλ-
λοίωτη την πεπερασµένη και άπειρη δοµή στοιχειωδών διαιρετών. Στο κεφά-
λαιο 5 παρουσιάστηκε µια καινούρια ισοδυναµία (στοιχειώδης ισοδυναµία)
µεταξύ πολυωνυµικών πινάκων, που διατηρεί αναλλοίωτους τους πεπερα-
σµένους και άπειρους στοιχειώδεις διαιρέτες, γενικεύοντας έτσι πλήρως την
αυστηρή ισοδυναµία πρωτο1άθµιων πολυωνυµικών πινάκων [Gan59]. Απο-
δείχθηκε ότι η στοιχειώδης ισοδυναµία συνδέεται άµεσα µε την θεµελιώδη

ισοδυναµίαAR συστηµάτων. Μερικά από τα προ1λήµατα που θα µπορούσαν
να αποτελέσουν αντικείµενο περαιτέρω έρευνας είναι η πλήρης γενίκευση της

στοιχειώδους ισοδυναµίας για µη τετράγωνους πολυωνυµικούς πίνακες και η
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χρήση της ως βάση για µια ισοδυναµία µη οµογενών ARMA συστηµάτων.
Ο Fiedler το 2003 στην [Fie03], απέδειξε την ύπαρξη µιας οικογένειας συ-

νοδευουσών µορφών πολυωνύµων, δίνοντας έτσι µια νέα οπτική στην θεωρία
των συνοδευουσών. Στο κεφάλαιο 6, γενικεύοντας πλήρως τα αποτελέσµατα
της [Fie03] στην περίπτωση των πολυωνυµικών πινάκων, προτάθηκε µια νέα
οικογένεια συνοδευουσών µορφών κανονικών πολυωνυµικών πινάκων. Τα
µέλη της νέας οικογένειας συνοδευουσών µορφών είναι στοιχειωδώς ισοδύ-
ναµα µε τον αρχικό πολυωνυµικό πίνακα και έτσι διατηρούν ταυτόχρονα την

πεπερασµένη και άπειρη δοµή των στοιχειωδών διαιρετών. Οι νέες συνοδεύ-
ουσες µορφές παραµετροποιούνται σαν γινόµενα απλών σταθερών πινάκων

και αποδεικνύεται ότι κάποιες από αυτές έχουν µερικές πολύ ενδιαφέρουσες

ιδιότητες για την ανάλυση πολυωνυµικών συστηµάτων µε Ερµητιανούς συντε-
λεστές. Σαν συνέχεια της εργασίας που παρουσιάζεται σε αυτό το κεφάλαιο
θα µπορούσε να αποτελέσει µια συστηµατική µελέτη όλων των µελών αυτής

της οικογένειας συνοδευουσών µορφών ως προς τις υπολογιστικές ιδιότητές

τους και την χρήση τους στην µελέτη συστηµάτων που περιγράφονται από πο-
λυωνυµικούς πίνακες µε συµµετρίες. Μια πρώτη προσπάθεια σε αυτή την κα-
τεύθυνση έγινε από τους Antoniou και Vologiannidis στην [AV05].



ΕΥΡΕΤΗΡΙΟ
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θεµελιώδης ισοδυναµία AR συστηµά-
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8
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